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I ARITMETICA, ALGEBRA - semestrul T
A.l. NUMERE RATIONALE

A.l.1. NOTIUNEA DE FRACTIE. TIPURI DE FRACTII. RECAPITULARE

. . La
Fractia este o pereche de numere naturale a si b, cu b= 0, notata b’ in care a se numeste

numaritor, iar b se numeste numitor. Fractia ne aratd in cate parti, fragmente a fost impartit
intregul.
Fractii echivalente

Prin reprezentdiri echivalente intelegem aceeasi parte dintr-un intreg. Pentru a stabili, daca

< ..a . C . - o <
doua fractii — si — sunt echivalente, se calculeaza produsele a-d=Db-c, avand urmatoarele

posibilitati:
. .. . .. a Cc
e daca a-d=Db-c, atunci fractiile sunt echivalente, adica E = E :
o . .. . .. a C
e dacd a-d = Db-c, atunci fractiile nu sunt echivalente, adica b # R

Exemple: Se doreste sa se studieze echivalenta:

4 1 4 1 . .. .
e —si—. Calculam: 4-2=1-8=8, = 3 = > deci fractiile sunt echivalente;

o 3 si g Calculam: 3-7=21 si 4-6=24, 21+ 24 :%;ﬁg, deci fractiile nu sunt
echivalente.

Fractii echiunitare, subunitare, supraunitare
. a . . . . a
O fractie — este supraunitard, daca a>b, b=0; deci B >1.
. a .. . . a
O fractie B este echiunitara, daca a=b, b =0 deci E =1.

O fractie % este subunitara, daca a<b, b=0; deci % <1.

Exemplu: este o fractie

31+x
e supraunitara, pentru 36 > 31+X = X <5,
e cchiunitara, pentru36=31+X = X=5,

e subunitara, pentru36 <31+ X =X >5.
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Amplificarea / simplificarea fractiilor
. .ooa - n o N . A
A amplifica o fractie B, b=#0cu un numar natural n=0, inseamnd a inmulti atat

n-a . . . . <
=——. Se observa ca fractia obtinuta

a
b n-b

numaratorul, cat si numitorul cu numarul “n”, adica n)

este o fractie echivalenta cu cea initiala.

3.

D
-
N

Exemplu: 3) 7

~N A
|

w
N
=

o .a 5 .
A simplifica o fractie b’ b = 0cu un numar natural n =0, divizor comun al numerelor a

- e - T _ alh g
si b, Inseamna a imparti atdt numaratorul, cat si numitorul cu numarul “n”, adica E =b— .
'n
Se observa ca fractia obtinuta este o fractie echivalenta cu cea initiala.
4 o
. 36 9 3 - . o
Exemplu: 34 = 21 = 7 forma finald nu se mai poate simplifica.

Fractii ireductibile / reductibile
Fractia care nu se mai poate simplifica se numeste firactie ireductibili .

.a . v ey < . <
O fractie b’ b = Oeste ireductibila, daca c.m.m.d.c (a,b) =1. Se mai poate spune ca
fractiile ireductibile sunt acele fractii care au numaratorii si numitorii numere prime intre ele.

Pentru a obtine o fractie ireductibila, se simplifica fractia % , b0 cuc.mm.d.c (a,b).

(16
Exemplu: % :% este ireductibila, deoarece c.m.m.d.c (1, 3) =1.

Exemplu: Sa se simplifice fractia % astfel incat sa obtinem 0 fractie ireductibila.

Rezolvare: 16 =2%: 124=22 .31 rezulta c.m.m.d.c (16, 124) = 22 =4,

(4
Rezulta: E = i )
124 31

Fractia care se mai poate simplifica se numeste fractie reductibila .

255 1
Exemplu: 75 = 3 forma finald nu se mai poate simplifica.
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A.l.2. MULTIMEA NUMERELOR RATIONALE. FORME DE SCRIERE ALE NUMERELOR
RATIONALE

Un numdr X se numeste numdr rational, dacd existd o pereche de numere intregi
A a
(a,b), b =0, astfel incat x = s

Multimea numerelor rationale se noteaza cu Q si se defineste astfel:

Q-x

Un sir de fractii echivalente reprezinta acelasi numar rational.
Numerele rationale se noteaza prin fractiile care le reprezinta.

Ja,b e Z,b %0, astfelincat x = %} .

Exemplu: Numarul rational 3 poate fi reprezentat prin oricare dintre fractiile echivalente:

4 6 8 2n *

—; —; —;..,—,nheN

10 15 20 5n
Observatii:

e Arelocincluziunea: Nc Zc Q;
e Multimea numerelor rationale nenule este: Q° =Q\ {o};

e Un numar rational pozitiv si nenul se mai numeste numadr rational strict pozitiv. Multimea
numerelor rationale strict pozitive este:

Qi Z{%‘a eN', be N*}

e Opusul numarului rational strict pozitiv este numdrul rational strict negativ. Multimea
numerelor rationale strict negative este:

Qi :{—%‘a € N*, be N*}

-1 -1
a a . (a b
o Inversul numarului rational Eeste notat cu (—j . Deci, (—j =—.

o  Multimea numerelor rationale este: Q = Qi U {O}U Q:.

. < < . .\ n
e Orice numar N € N este un numar rational pozitiv: N = I ;
. : 0 - 5 . .
Cazuri particulare: 0 = I: numar rational nul; 1 = numarul rational unitate.

) a .. C
e Un numar rational X a,b e N, b =0 este natural, daca si numai daca b|a X

e Numerele rationale sunt numere reprezentate fie cu ajutorul fractiilor ordinare, fie cu

ajutorul fractiilor zecimale finite sau periodice;

e Orice fractie zecimala finita sau periodica poate fi transformata intr-o fractie ordinara.

. . * . .. .. o d * A A
Teorema: Oricare ar fi e Q , exista o unica fractie ireductibila —, a€ Z, be N , astfel incat

b

q=d
3
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Transformarea fractiilor ordinare in fractii zecimale

. " . .. . a
Un numar rational pozitiv reprezentat printr-o fractie ireductibila b a,beN*b>2 | se
transforma prin impartire in:

e fractie zecimala finitd, daca descompunerea lui b in produs de factori primi contine numai
factorii 2 sau 5.

Exemple: % = 27 =3,375; 167 = 167 =3,34.

28 50 2.5?

e fractie zecimala periodica simpld, daca descompunerea lui b in produs de factori primi nu
contine nici factorul prim 2, nici factorul prim 5.

3
Exemple: @:ﬁzl, (662337); g:§ :1—1=3, (6).
77 711 9 32 3

e fractie zecimala periodicd mixti, daca descompunerea lui b in produs de factori primi
contine cel putin unul din factorii primi 2 sau 5 si cel pufin un alt factor prim diferit de 2 si
de 5.

Exemple: 2 = 2 =0,0(190476); 203 = 208 =16,91(6) .
105 3.5-7 12 3.92

Citim, de exemplu:

partea intreaga

X
16, 91 ()
P ¥

partea neperiodica perioada

Transformarea fractiilor zecimale in fractii ordinare

o transformarea fractiilor zecimale finite in fractii ordinare:

S —— as..a i
ap,ajdo..ak :aoalz—kk, ap €N, aj,an,..., ax =cifre,
10
754
Exemple: 0,007:L:L; 7,54:i.
1000 103 100

e transformarea fractiilor zecimale periodice simple in fractii ordinare:

..b .
bo,(bihy..b) =bg blgg—gm by €N, by,bs,..., by =cifre,
.
m cifre
450 5 7
Exemple: o,(45)=® =3 6,(7)=6§.
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e transformarea fractiilor zecimale periodice mixte in fractii ordinare:

alag...akblbz...b —aqdo...dk
Cp,a182..ak (b1bs...b) = o 99, 9 chn 5 ,
m cifre k cifre

co €N, ay,...,ak,bq,..., by, =cifre,
a1 B .
Exemple: 0,(88)=% =§; 21(5) ,1o-1_,14 2 90+14:194;
99 9 90 90 90 90
0,26(573) = 26573—-26 26547

99900 99900

A.1l.3. REPREZENTAREA NUMERELOR RATIONALE PE AXA NUMERELOR.
COMPARAREA NUMERELOR RATIONALE

Reprezentarea pe axa a numerelor rationale

Numerele pot fi reprezentate pe axa numerelor care este 0 dreaptd pe care se fixeaza

originea (un punct O), un sens pozitiv (reprezentat printr-o siageata, care se ia spre dreapta) si o
unitate de masura (U.m. — un segment unitate).

M(x) = x este abcisa punctului M, unde x € Q, iar M este un punct de pe axa numerelor.
Numarul rational 0 corespunde originii, adica punctului O; se scrie O(0).

Un numar rational pozitiv a>0 se reprezinta printr-un punct P, aflat pe semidreapta care
indica sensul pozitiv, ales, astfel incat OP = a.

Un numar rational negativ b>0 se reprezinta printr-un punct Q, aflat pe semidreapta care
indica sensul negativ, ales, astfel incat OQ = - b.

Exemplu: Se reprezinta pe axa punctele O(0), P(%j, Q(— gj Deci, avem: OP = %, 0Q-= g
Q P
| | | |

u.m.
I | | >
| ; | | | | | |
2

o)

|
| 10
0

Modulul unui numdr rational

Definitie: Numim modulul sau valoarea absolutid a unui numar rational X € Q, numarul notat |X| :
definit astfel:

X, daca x>0
|x|= 0, dacia x=0.
—X,daca x<0

81_8.1 58=25: pg=5.
9 10

+ =
9

Exemple:

_Z‘_Z-
3 3
Proprietati:

o [X|20,vxeQ; |x|=0<x=0;
o X=|-%, vxeQ;

o |xty|<|X[+]y], ¥X,yeQ;
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o y= Y vxyeQ;;
.
o |X-<x-y] vxyeQ.

Precizare: Abscisa unui punct P de pe axa numerelor se mai noteaza si xp. Daca P(Xp) si Q(Xq) sunt
douad puncte pe axa numerelor, lungimea segmentului [PQ] este PQ = ‘Xp - XQ‘ ;

10 ! =6 sau QP = ‘—Z—E
2 4

in cazul exemplului anterior avem: PQ = 6

Ordonarea numerelor rationale

. . .. a . C .
Fie doua numere rationale pozitive B si a ,cu a,b,c,deN, b=0, d=0sirelatia de ordine

a ¢
"<" (mai mic). Avem: B<E’da°a a-d<b-c.
Proprietati:

. . * .a k . .
e Oiricarear fi a,b,k e N , atunci E < B’ daca si numai daca a <k ;

. . * .a a ) )
e Oiricarear fi a,b,k e N , atunci B<E’da05 si numai daca b > K.

Relatia de ordine "<" ne permite sd ordondm doud numere rationale. Daca numitorii sunt

aceeasi se procedeazd ca si in cazul anterior, dacd numitorii sunt diferiti trebuie prima data sa
aducem numerele la acelasi numitor comun, apoi comparam numaratorii, iar fractia mai mica va fi
cea care va avea numaratorul mai mic.

Exemplu: Vrem sa comparam numerele: % si %

cmmm.c(7;14) =14

2)8 16 . 9
—=—si —.
7 14 14

Rezulta —<§.

14

Putem utiliza ca relatie de ordonare si ">" (mai mare).

16 9
Exemplu: — > —
14 14

Extindem relatia de ordine de la numerele rationale pozitive la numerele rationale.

Definitie: Fie a,b e Z, b= 0, atunci:

a . .
° B > 0,daci a si b au acelasi semn;

a -
. b <0, daca a si b au semne contrare.
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Fie a,beZ*, c,de N*, atunci:

2>0,£>O, ad < bc sau
b d

, daca E<0,§>O sau

oo
oo

%<0,§<0 si ad < bc sau E>

Exemple: §<§ deoareceg>0,§>0, 3-8<5-9;

—E<f, deoarece—g<0, ﬂ>O;
7 9 7 9
—§<—g,deoarece—§<0, —3<O, -9 < -4 sau|-— —3.
3 2 3 3
In mod similar, pentru a,b e Z*, c,d e N*, avem:
E>0,E>O,ad>bc sau
° E>£,dac:21 E>0,E<O sau
b d d
E<0,E<0 si ad > bc sau 3<—‘
b d
Exemple: g>§,deoareceg>0, §>O,g>0, 7-9>5.8;
8 7 8 7 8
g>—£,deoarece g>0, —£<0;
7 3
—§>—ﬂ,deoarece—§<0, —ﬂ<0, -9 >-16 sau|—— —ﬂ.
3 4 3 3

Relatia de ordine"<"

Dacax,y€Q,cu X<y sau X =Y, spunem ca X este mai mic sau egal cuy si notam: X <y .

Dacax,yeQ,cu x>y sau X=Y, spunem ca X este mai mare sau egal cu y si notam: X >y .

Adica,
e daci a,ce Z, b,deZ*,atunci Esg,dacé E<Esau E:E.
b d b d b d
e daca a,ce’Z, b,deZ*,atunCi EZg,dacﬁ E>£Sau i=£
b d b d b d
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Proprietati:

o reflexivitatea: x < x, Vx € Q;

antisimetria: Vx,y,dacd X<y, y<X=Xx=Y;

tranzitivitatea: vx,y,z, daca X<y, y<z=x<7z;

VX, Y, inegalitatea X <y este echivalenta cu:

X+2<y+2,VzeQ;, X-zL£y-z2,Vz>0; X-z>y-z,Vz<O0.

daca X<y, z<t,atunci Xx+z<y+t;

daca x>y>0si z>t>0, atunci x-z>y-t>0.

Opusul unui numar rational
Definitie. Doud numere se numesc opuse, daca le corespund pe axa numerelor puncte simetrice

fata de originea axei. Opusul unui numar rational r Se noteaza —r.

Exemple: Opusele numerelor g respectiv —% sunt —g, respectiv %

Partea intreaga si partea fractionard a unui numdr rational

Partea intreaga a numarului rational X, notata cu [x], este cel mai mare numar intreg mai

mic sau egal cu x. Numarul {x}= x —[x]se numeste partea fractionara a numarului rational x.
Exemple: [3,28]=3, deoarece 3<3,28<4 si {3,28}=3,28-[3,28]=3,28-3=0,28;

[-3,28]= -4, decarece —4<-3,28<-3si {~3,28}=-3,28-[-3,28]=-3,28-(-4)=0,72.
Observatii:

e dacd r=ag,ajaras.., unde ageN, este un numdr rational pozitiv scris ca fractie
zecimala, atunci partea intreaga a numarului r este ag, iar partea fractionara a numarului r
este 0,a1a5a3...;

e Daci r=-ag,ajasag.., unde age N, este un numir rational pozitiv scris ca fractie
zecimala, atunci partea intreagd a numarului r este —(ag+1), iar partea fractionard a
numarului r este 1- W .

Exemple: [516]=5, iar {516}=516—-5=0,16;
[-12,84]=-13,iar {-12,84}=-12,84—(~13)=0,16.
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A.1.4. OPERATII CU NUMERE RATIONALE
Adunarea numerelor rationale

Adunarea numerelor rationale este operatia prin care oricarei perechi de numere rationale a
si b i se asociazd un numar rational, notat a+b, numit suma numerelor a si b. Numerele a si b se
numesc termenii sumei. Suma a doua numere rationale e un numar rational.

Operatia de adunare
termen plus termen egal Suma
a + b = atb

Suma a+b se calculeaza astfel:
e dacd numerele a si b au acelasi semn, avem urmatoarele situatii:

* la+b|=[a]+o;
= semnul sumei a+b este semnul comun numerelor a si b.
e dacad numerele a si b nu au acelasi semn, avem urmatoarele situatii:

" [a+b=fa|-]p|;
= semnul sumei a+b este semnul numarului cu modulul mai mare dintre numerele a si b.

8 7 15 8 7 8 7 15| 15
Exemple: (——j+(——j:—— cu (—_}r[__j = (__j + [__j -
23 23 23 23 23 23 23

23 23

8 7 1 8| [7].] 8 7 8 7 1] 1
—— |+ t—=|=—=cCUu|-—>|si | ——= |+ === |- = |=-=|==—.
( 23) ( 23) 23 ‘ 23 ‘23 ‘( 23] ( 23)‘ ‘( 23}‘ ‘( 23}‘ ‘ 23 23

Proprietitile adunarii numerelor rationale:
e asociativitatea: va,b,ceQ, (a+b)+c=a+(b+c);
e elementul neutru la adunare este 0: YaeQ,30€Q,al. a+0=0+a=a;
e opusul numarului aeste -a: VaeQ,3—aeQ, al. a+ (— a) =0;
e comutativitatea: Va,beQ,a+b=b+a.

Observatii:
e Daci cele doud numere rationale au acelasi numitor, se adund numaratorii si se pastreaza
numitorul;

17 2 19
Exemplu: —+—=—.
3 3 3
e Daca numerele rationale au numitori diferifi, se aduc la acelagi numitor comun si se aplica
regula anterioara;
Exemplu: §+§ _5) §+3) 6_40+18 5—8
3 5 3 5 15 15

Scaderea numerelor rationale

Scaderea numerelor rationale este operatia prin care oricarei perechi de numere rationale a
si b i se asociaza un numar rational, notat a-b, numit diferenta numerelor a si b. Numerele a si b se
numesc descazut, respectiv scazator. Diferenta a doua numere rationale ¢ un numar rational.

Operatia de scadere
descizut minus scizitor egal diferenti
a - b = a-b=a+(-b)
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Observatii:

e Daca cele doud numere rationale au acelasi numitor, se scad numaratorii §i se pastreaza

. .o m—
numitorul, adica m_P_ p, n=0.
n n n

5 8

Exemplu: ——-—
3 3 3
Daca numerele rationale au numitori diferiti, se aduc la acelasi numitor comun si se aplica

[}
regula anterioara,
Exemp|u: Z_§ =5) Z_S) § — H — @
3 5 3 5 15 15
Observatie: Adunarea si scaderea numerelor rationale sunt operatii de ordinul intdi.

Scoaterea intregilor din fractie

< A U - . a . . . . N
Regula: Pentru a scoate intregii dintr-un numar ragional b’ impartim numaratorul la numitor; catul

C reprezinta intregii, iar restul r reprezintd numaratorul partii fractionare.
a r . .
—,a>b,b=0, a:b=C, rest=r = E = CB =partea fractionara.

Deci, se aplica teorema impartirii cu rest, astfel:

a_bCtr_. . r_.r
b b b b
Aceasta regula se aplica la fractiile supraunitare.

Exemplu: %1 = 4Oi2 , deoarece 484:12=40, rest =4.

Introducerea intregilor in fractie

b a-c+b c£0

Regula: a—=
c c
3_6-7+3_45

Exemplu: 6= =
7 7 7

Inmulfirea numerelor rationale

Inmultirea numerelor rationale este operatia prin care oricirei perechi de numere rationale
asi b i se asociaza un numadr rational, notat a-b, numit produsul numerelor a si b. Numerele a si b

se numesc factori.
Operatia de inmultire
factor ori factor egal inmultire
a : b = ab

Inmultirea a doud numerelor rationale se face prin inmulfirea numaratorilor intre ei,

respectiv a numitorilor intre ei.
34 34 12

Exemplu: =-—= =—
75 75 35
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Observatii.
e produsul are semnul “+” , daca cei doi factori au acelasi semn, adica daca a>0 si b>0 sau
a<0 si b<0, atunci a-b =|a-|b|;
e produsul are semnul “-” | daca cei doi factori au semne diferite, adica daca a>0 si b<0 sau
a<0 si b>0, atunci a-b =-a|-|b|;
e produsul este egal cu 0, adica a-b =0, daca a=0 sau b=0.
Exemple:

2 4_8.(_3)(_2)_ 1.
5 15°\ 4 7) 28’

e VacQ a-0=0-
(

Regula semnelor sintetizatd tabelar
. + -

+ +

- - +

Proprietitile inmultirii numerelor rationale:

e asociativitatea: Va,b,ceQ, (a-b)-c=a-(b-c);

e clementul neutru la inmultire este 1: YVaeQ,31€Q, al. a-1=1-a=a;

e comutativitatea: Va,beQ,a-b=Db-a;

e distributivitatea inmultirii fatd de adunare si scadere: Va,b,ceQ, a- (b + C) =a-bta-c.
Alte proprietati:

* . 11 : 5 1 1
e VYaeQ areuninvers: a ~ =—, cuproprietateaca: a-—=—-a=1;
a a a

e Va,b,ceQ,daca a=b,atunci a-c=Db-c;

e VabceQ,dacic#0sia-c=b-c,atunci a=Db;

e VabceQ,dacia=bsic=d,atuncia-c=Db-c;

e Daca intr-un produs de numere rationale numarul factorilor negativi este impar, atunci
produsul este negativ, iar dacd numarul factorilor negativi este par, atunci produsul este
pozitiv.

Exemple:

NIl
s IS

2 4 6 2 2 3
o —+—+—=—-|1+—+-|=2;
3 6 9 3 3
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e Daci a,b,ceQ, a-b:§ si a-c:—i,atunci
7 14

a-(b+c):a-b+a-c:§+(—iJ:—6_3:i,
7 14 14 14
a-(b—c):a-b—a-c:E—(—ij:w:3.

7 14 14 14

Impartirea numerelor rationale

Impirtirea numerelor rationale este operatia prin care oricirei perechi de numere rationale
. . .. o . a - A .
asi b#0 1 se asociaza un numar rational, notat a:b :E =a-b l, numit carul numerelor a si b.

Numerele a si b se numesc factorii cdrului. Catul a doud numere rationale este tot un numar
rational.

Operatia de impartire

factor ori factor egal impirtire
a : b = a:b
Regula semnelor sintetizatd tabelar
; + -
+ + -
- - +
Exemple:£=3;_—30=—6;_—32= ;4—2=—7.
9 5 -4 -6

Observatii:
. a
e VaeQ,operatia 0 nu are sens;
e Vab,c,deQ al.a=b,c=d, c=0, d=0siexista catul dintre a si ¢, respectiv b si d,

atunci a:c=b:d.

Observatie: Inmultirea si impartirea numerelor rationale sunt operatii de ordinul al doilea.
Daca avem intr-un exercifiu inmultiri §i impartiri, ele se efectueaza in ordinea scrisa.

o [ of- - Es

Ridicarea la putere cu exponent intreg a unui numdr rational

Puterea cu exponent natural a unui numar rational
* - - - -
Daci qeQ,neN ,atunci q" =q-q-...-q , iar g este baza, iar n este exponentul puterii.
factori
n factori

In acest sens, " poartd numele de puterea n a numarului rational q.
Prin conventie:

e q’=1q=0;
° 0o - Nu are sens.
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Exemple:

. .5 5 ( 5)( 5)\( 5) 125
e Putereaatreiaa numarului ——este | — = | =|—=|-|—= || —=|=———;
7 7 7 7 7 343

2 6
e Puterea a sasea a numarului 3 este 3] 333333

Puterea cu exponent intreg negativ a unui numdr rational

Fie g eQ*, neN". Prin definitie, q—n =in'
q
Exemple:

Nt 17
[ —_ =—=—,

7) 2 2

7

R e T e e T

Reguli de calcul cu puteri

e aMa"=am" vaeQ",vmnez;
e (@M"=a™" vaeQ',vm,nez;
e aM:a"=a""" vaeQ ,vmneZ;
e (a-b)"=a"-b",vaecQ ,Vnez;
e (a:b)"=a":b",vaeQ ,Vnez;

o (_a)Zn :a2n , (_a)2n+1:_a2n+1, VaeQ*,Vn c7 .
Exemple:

P

[ ]
|
~N | w
N—
N
Il
|
w|~
N S
N
Il
|
=
ooN\‘
N—
N
Il
I
©o|H

11) (11 1) (1122 o2
ool o)
2012 factori
2 2 2 2 2011
-
2011 factori
Observatie: Ridicarea la putere este o operatie de ordinul trei.
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Ordinea efectudrii operatiilor CU numere rationale

Am pomenit in trei observatii anterioare ca:
e adunarea si scaderea numerelor rationale sunt operatii de ordinul intadi;
o inmultirea si impartirea numerelor rationale sunt operatii de ordinul al doilea;
e ridicarea la putere este o operatie de ordinul trei.

Reguli de efectuare a ordinii operatiilor

e daca intr-0 expresie apar operatii de acelasi ordin, acestea se efectueaza in ordinea in care
sunt scrise;
Exemple:

o -—-25+20-5=(-25+20)-5=-5-5=-10;

R D Y

[T HET -5

e daca intr-o expresie apar operatii de ordin diferit, atunci se efectueaza mai intai operatiile de
ordin superior catre cele de ordin inferior, adica ordinul III, II, I;

Exemple:
2 2 2 2
. 20+(—2)0+(§) —3—:1+1+3——3—:2;
e (37)(37):(37P2-05-2+14-5°2=37)2:(37)°-05-2+(1,4)*-25=
2
12 (M) 521220029 051 1449 - a9
10 ~ (10 10~ 25
. _E.E_(EJZ+E.§__1.E_1+E.§__E_l 1318_ 2 1 3_
73 (3 618 73 9 618 3 9 62 3 9 2
_-12-2+27 _13
18 18

e daca intr-0 expresie apar paranteze se porneste calculul de la parantezele rotunde, la cele
drepte, apoi la acolade, cu respectarea ordinii efectuarii operatiilor.
Exemple:

25- 21_@_14 13 14 (27 20 14 E _14 (27 20 14 25
51710 9 25725) 5 \10 9 25725
_14 ( 1 1 T

5

10 9 25 28

o 024+ 1— 2——— —0244]13 (1323—@}
2573 "5 25
024+ |1 (52—16] 024+ |1 (4—— =0,24+
35 25 25
6

25
:0,24+[1215:8—4j :0,24+[§-§j:0,24+§ 2—+

1 43
25 84 84 100 3 25

.3 100 16)]
2% E_EH_
1
"3

5
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Media aritmetica si media aritmetica ponderatd a numerelor rationale

Fieasib € Q. Media aritmetica este numarul care se obtine impartind la 2 suma lor:
a+b

m, =——
2

1.1

Ta_ 1., 71_7

2 127 12 2 24

Media aritmeticd a n numere rationale se obtine Tmpartind suma acestor numere la n.

L . 1 .1
Exemplu: Media aritmetica a numerelor: 3 si 2 este my =

Fie aj,a,,..,a,, n numere rationale. Media lor aritmetica este numarul care se obtine
impartind la n suma lor, adica:
_ap+ap+..+ap
- n

My

L o . 5 .
Exemplu: Media aritmetica a trei numere este R Calculati suma numerelor.

a+b+c 5 5
———=—=a+b+c=—
3 6 2

Media aritmetica ponderata este data de relatia
_81-Prt+a-pPp+..+8n-Pn

pP1+P2 +...+Pp
unde: aj,aj ...,ap sunt numere rationale pozitive,

Mp

P1,P2 .., Pn sunt ponderile numerelor, adica de cate ori se repetd numerele.

L . 1 .1 . .
Exemplu: Media aritmetica ponderata a numerelor 5 s 3 cu ponderile 5 si 6 este:

5+6 11

A.l5. ECUATII CU COEFICIENTI RATIONALI

Forma generald a unei ecuatii cu coeficienti rationali este: ax+b=0,a,beQ,a=0, in

care a si b se numesc coeficienti, iar X se numeste necunoscutda sau variabild. Se spune ca a este
coeficientul necunoscutei, iar b este termenul liber.
Aceastd formad generald a unei ecuatii cu coeficienti ragionali de gradul | mai poartd numele de
ecuatie de gradul | cu necunoscuta Xx.

Solutia unei ecuatii cu coeficienti rationali este un numar X € Q pentru care propozitia

aXg+b=0,a,beQ,a=0 esteadevarata.

Rezolvarea unei ecuatii presupune determinarea tuturor solutiilor sale. Daca ecuatia nu are
nicio solutie, atunci vom scrie mulfimea vida.

Ecuatiile echivalente sunt acele ecuatii cu aceeasi mulfime de solutii.
Exemple:

e 2:(x+3)=3-5-x)= 2x+6:15—3x:>5x:9:x:g;

1 1 11 1 2 3 4
e X |—-4+—-4+—+-|=4———————— =
2 3 4 5
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Probleme care se rezolva cu ajutorul ecuatiilor

Etapele de rezolvare a problemelor cu ajutorul ecuatiilor sunt:
1. stabilirea necunoscutei principale;
exprimarea celorlalte necunoscute din problemd, dacda existd, in functie de necunoscuta
principala;
formarea ecuatiei;
rezolvarea ecuatiei;
interpretarea solutiei ecuatiei;
aflarea celorlalte necunoscute;
verificarea solutiei;
redactarea raspunsului.

N

NGk W

1 . : . .
Exemplu: Un célator parcurge 3 din drumul sdu si incd 15 km. Care este lungimea intregului

drum, daca i-au mai ramas de parcurs 17 km?

1. notdm cu X lungimea totald a drumului;
2. -

3. %-x+15+17:x

5 48+32=48=16+32=48=48=48

4, %'x+32=x:>x+96:3x:>96:2x
5. x=48km

6. -

7. L

8.

lungimea Intregului drum este de 48 km.

A.1.6. EXERCITII SI PROBLEME

1. Calculati: i+£+i +%
35 35 35 35
Rezolvare:i+£+i+... d_1 (1+2+3+..+34)= 1 wzl?.
35 35 35 35 35 35 2

2. Calculati suma: S_:l‘_3 1313 131313

14 1414 141414

Rezolvare:.
13 1313 131313 13 13. 101 13-10101 13 13 13 313_39

— 4+ —+—+—=3-==—
14 1414 141414 14 14 101 1410101 14 14 14 14 14

3. Aflati un numar, stiind ca adunand o cincime din el cu 3 din el, obtinem 161.

Rezolvare: %+g-x =161~ % =161= 23x =6440= x = 280.
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5\ (57 .( 5Y
4. Calculati inversul numarului: a = (— 7j -(— 7) :[— 7j .(_1)n~(n+1), neN.

Rezolvare:.

(- 1)n~(n +1) (- 1)2k =1 (produsul a doud numere consecutive este un numar par = 2K)

A e

5. Rezolvati in Q ecuatia: |X —% +§ =3.
Rezolvare: Ix— 2 =3-2 -3/ f oy 3 17T . yc _Q;ﬂ
4 3 4/ 3 4 3 12 12

6. Numarul 13 este media ponderata a numerelor gg s1 x care au ponderile 6; 4 s1 2.

Determinati x.
5 7

—6+—-4+Xx-2
Rezolvare:. 13 = 2 2 :>13=w:13:12+x:78:12+x:>x:66_
6+4+2 12
1 (n+1)? 2
7. Determinati n € N pentru care are loc dubla inegalitate: 3 < < e

Rezolvare:.

2 2
1 _(+)° 2 3 (n+1)
9 27 3 27 27

<;—3 =3<(n+1)? <18= (n+1) € {456;7;..;117, ne N =

=ne{23}
. * . _ 3 7
8. FieneN .Sasecarateca A=B,unde; A=——  B= .
2n+2n+l 2n+2n+l+2n+2
Rezolvare:.
3 3 3 1
A: 1 = = =—,
2" 42+ 20 (1+2) 2.3 2N
B 7 T _i
2".(1+2+4) 2".7 2"
Rezulta: A=B

9. Determinati n € N,n > 2pentru care expresia

1+1 . 1+1 1+1 — 1—l . 1—1 1—l este numar natural.
2 3 n 2 3 n

Rezolvare:.
1ol (e ) ()oY, (g2 t).3.4 n+l 12 n-1
2 3 n 2 3 n 2 3 n 2 3 n
n+1 1 n2+n—2
= " =— N>
2 n 2n
n2+n—2 2n2+2n—4 4
cisi 2:————eN,adici —————=n+1-—e N, pentru 2n[d=>n=2.
2n 2n 2n

28



10. a) Aratati ca i:1 11 ;
1.5 4

b) Comparati numerele x si y:

11 4 11
Sy R —
2 23 3 2 92
1 1 1 1
y=—+—+ ot

1.5 5.9 9.13 97-101
Rezolvare:

1
5
1 1 4 11_1 .11 3+2% 46 25

2 02 243 23 3.04 48
1 1 1 1 1 1 1
e+t = + Ffot————=
1.5 5.9 9.13 97-101 1-(1+4) 5-(5+4) 97.(97+4)

1

4 { 1 1 } 1 [ 4 4 4 }
—- + Ft————|==- + +t——|=
4 |1-1+4) 5-(5+4) 97-(97+4) | 4 |1-(1+4) 5-(5+4) 97-(97 + 4)
1

1111 01 1) 1f 13 1100 25
“4\1 55 9 97 101) 4 101) 4 101 101

Rezulta: y < x

2k+1 1 1

11. a) Demonstrati egalitatea: ————=——-—"——, ke N*
k?-(k+1? k2 (k+1)?
b) Gasiti cea de-a 2003-a zecimala a numarului 11- A, unde
3 5 7 43
=t —— ..+
1-4 4.9 9-16 441-484
Rezolvare:
1 1 (k+1?-k? (k+1-K)-(k+1+K)  2k+1
K2 (k+1?  (k+1)?2-K2 (k+1)? - k2 k2. (k+1)?
3 5 7 43 1 1 1 1 1 1 1 483
b) A=—+ + ot =t =1-=—
1-4 4.9 9.16 441-484 1 4 4 9 441 484 484 484
MAMEL@LMMM
84 44
2003 — 2 =2001

2001 :2=1000,r =1, a 2003-a zecimala e 7.

12. Determinati numarul natural n > 2 pentru care media aritmetica a numerelor

1 1 1 1 2 n-1
a=E+—+...+— si b=—+—+§+...+— este egald cu 1003,5.
n

3 n 2 3 4
Rezolvare:
a+b:2 3 n 2 3 n :1+1+...+1:n—1:1003%5:n_1:2007:>
2 2 2 2
= n=2008
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13. Calculati: | 2002— 1 2+...+gggg X E--|-l+-...+——1——
23 2003 2 3 2003

Rezolvare:.

2002 L 2+...+&02 1+l +L =
23 2003 2 3 2003
= 1—l + 1—g +..+|1- 2002 : 1+l+...+L =
2 3 2003 2 3 2003
1 1 1 11 1
=l=+=+..+ +=+.+——|=1
[2 3 2003) (2 3 2003)

1 11 1 1 1 1 1
14. Demonstrati egalitatea: 1-—+———4+..+ ———=—+—+..+ —.
2 3 4 99 100 51 52 100

Rezolvare:.

15. Rezolvati ecuatiile in Q:

a) x-(l—lj-(l—lj-...-(l—ij =1452;
2 3 100

1 1 1 199
b) x-|-——- —— =—
1.2 2.3 199.200 200
Rezolvare:.
a) x13 99 —=1452 = x- i—1452:>x 1452
2 3 100 100

Xx=1.

1 1 199 1 1 199
b) - X:| —+—+...+ =— SX | —+—+..+ = =
1.2 2-3 199-200 200 1.2 2-3 199-200) 200
1 1 1 1 199 1 199 199 199
— —.t = =>X|1l-— |=—=>X- — =
2 3 200/ 200 200 200

199 200/ 200

16. Sa se rezolve ecuatia: |X —]1 + |X - 2| + |X — 3| =
Rezolvare: Stim ca
x=1>0
Xx=2/20=[x-1+[x-2/+|x-3>0.
x-3>0
Rezulta ca pentru a avea egalitate fiecare modul trebuie sa fie egal cu zero, ceea ce implica:
x-1=0 x=1
|X - 2| =0= {Xx =2 = imposibil = S = @, ecuatia nu are solutii.
x-3=0 [X=3
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17. Rezolvati ecuatia: 1+ ! + L +.+ ! = 200 xeN",

1+2 1+2+3  1+42+3+..+x 101°

1 1 200 1 1 1 200
Rezolvare: 1+ + +...+ = =2 | —+—+..+ = —
23 34 x-(x+1) 101 2.3 3.4 x-(x+1)) 101
2 2 2
11 11 1 1 99 1 1)_99 x-1 99
2| -——+———F. ot =2 | = —— 22 ——=—=
2 3 3 4 x x+1) 101 2 x+1) 101 2-(x+1) 101

=101-(x —1)=99-(x +1) = 101x —101= 99x + 99 = 2x = 200 = x =100

18. Determinati numerele rationale strict pozitive a,b,c,d care verifica egalitatile:
a) atb+ct+d=4

a*b?c? +a%b*d* +a*c?d* + b*c*d?

b) at+b*+ct+dt 4+ =8
a’b%ctd?
Rezolvare: egalitatea b) se poate scrie:
1 1 1
at + 2 +b4+—4+c4+—4+d4+—4=8
a b c d

1
Se stieca X+—2>2, Vx>0
X

Deoarece avem egalitate, rezulta ca

ab it _oao1 b4yt _op-1.
4 4
a b

P S S , d4+i=2:»d=1,
c4 d4

numerele gasite verifica egalitatea a).

l 1 2 1 12
19. Determinati cifra x pentru care numarul a= —— este numar
X 0 (%) O ,0(x) 0 XX XX
natural.
Rezolvare:

X 0,(x) 00(x) Oxx XX
X poate lua valorile: 1; 2

1 1 2 1 12 1 9 180 100 12 190 88 190 8 182
—+ + + =—+—+
X X X 11x 11x X 11x X X X

2008 2009 2010 } ) . 9
, - ¢ contine un singur numar natural.

20. Aratati ca multimea A = {

5 6 7
Rezolvare:
A={2008 2008+1 2008+ 2 2008+n}
5 " 541 ' 542 "7 54n
2008+ n _ 2003+5+n 14 2003
5+n 5+n 5+n

n+ 5|2003, 2003 e nr prim = n+5=2003=>n =1998, deci singurul numar natural este:
1998+ 2008
1998+5
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B.l. NUMERE REALE

B.I.1. RADACINA PATRATA A UNUI NUMAR NATURAL PATRAT PERFECT

Definitie: Un numar natural a se numeste pdtrat perfect, daca exista un numar natural n, astfel incat

n2=a.

Definitie: Numarul natural n cu proprietatea n’=a , CU a numar natural patrat perfect, se numeste

radacind patratd a numarului a si se noteazd n = Ja.

Exemple:

n2—a 0 4 9 | 16 | 25 | 100 | 121 | 144 | 400
n=+a 0 2 3 4 5 |10 | 11 | 12 | 20

*
Observatie: Daca n € N , patrat perfect, atunci existd doud numere distincte al caror patrat este n,
si anume Jn si -\/ﬁ; unul dintre acestea este un numar natural. De aceea, dacd a e Z, atunci

Ja7:|a|.

Exemple:

Va2 | J(=7)? Voadb? | 4212.520.1140 | 2 5402.19

Bl ET=T ] a2t —za?p) | 2°05%0.10% 8

B.l.2. RADACINA PATRATA A UNUI NUMAR RATIONAL POZITIV

Radacina patratd a numarului rational pozitiv a este numarul rational X cu proprietatea

x? =a. Se noteazi X =+/a si se citeste radical din a.

Proprietati:

. \/EZO,VaeQJF;
o (JE)Z =a, VaeQ,;
. Ja7:|a|,VaeQ.

Exemple:

-
2
T
b3: V144 - 5196 ). (/361225 | - (13-12-5-14)- (V1915

x2+4:68:>x2=64:>x=18;

a:(1+2+...+50)—25-2:%51—25-2:25-51-25-2:25-49:52-72 — 35°

(156-70)-2=172;

rezultd ca a este patrat perfect.
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B.1.3. CALCULUL RADACINII PATRATE

Algoritmul extragerii raddcinii patrate dintr-un numar natural patrat perfect

Exemplu:
Nr. Numdrul Etape
etapd calcularea radacinii patrate
1. I Se desparte numarul in grupe de cate doua
1024 cifre de la dreapta spre stanga.
2. Se cautd cel mai mare numar al cdrui patrat
y10 24 3 este mai mic sau egal cu 10. Acesta este 3 si

9
1

Se scrie in dreapta sus. Patratul numarului se
aseaza sub 10; se efectueaza scaderea si se
obtine primul rest partial: 1

Se coboara langd primul rest partial grupa

3 [

1024 |3 urmatoare. Obtinem 124. Dublam cifra 3 a
9 6 radacinii patrate, obtinem numarul 6, care se

=124 aseaza sub 3.
4, 024 |32 Se ignora ultima cifrd a numarului 124 si se
obtine numarul 12. Imparfim 12 la 6 si
9 62 -2=124 obtinem catul 2. Asezam cifra 2 la dreapta
=124 numarului 6 si obtinem 62. Inmultim 62 cu 2
124 si obtinem 124. Scidem 124 dinl24 si

obtinem restul 0. Trecem cifra 2 la radacina

patrata, iar algoritmul se incheie.

11024 =32

Algoritmul extragerii raddcinii pdtrate
dintr-un numdar rational scris sub forma de fractie zecimali

Exemplu:
Nr. Numdrul Etape
etapd calcularea raddcinii patrate
1. \/m Se desparte numarul in grupe de cate doua
cifre de la vigula spre dreapta si spre stanga.
2. 1211, 04 | 34 Se procedeazd ca si In cazul numerelor
9 655=325 naturale pé}né ajungem la virgula. .
U convine Dar, trebuie observat ca 31: 6 da catul 5, iar
=311 | 644=256 0552325>311. |
256 Incercam cu cifra 4, iar aceasta convine.
=55 |
3 J1211,04 | 34, Se pune virgula la radacina patratd si se
9 6552325 nu coboard langa restul partial grupa de dupa
—311 64-4=256 virgula. Il dublam pe 34, obtindnd 68,
256 68 facand abstractie de virgula.
=5504
4 \/m 348 Se continua ca si la numerele naturale.
’ Trecem cifra 8 la radacina patrata, la dreapta
9 65-5=325 nu virgulei, restul partial este 0, iar algoritmul
=311 64-4=256 se Incheie.
2 56 688-8=5504 121104 =348
=5504
5504
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B.IL.4. MULTIMEA NUMERELOR REALE. MODULUL UNUI NUMAR REAL.
COMPARAREA NUMERELOR REALE. REPREZENTAREA PE AXA.

Multimea numerelor reale este: QU (R \ Q) =
Avem: N c Zc Q < R, incluziune figurata pe ultima pagina a acestei parti a cartii.
Reamintim:
e multimea numerelor naturale: N = {0,1,2,3,...};

e mulfimea numerelor intregi: Z = {...,—3,—2,—1, 0,12, 3,...};

e multimea numerelor rationale: Q = {x

Ja,b e Z,b # 0, astfelincat x = %} ;

e multimea numerelor irationale: | =R\ Q (exemple: V2, -3/5+ 2). Numerele irationale au
o infinitate de cifre zecimale care nu se repeta periodic.

Aspectele privind modulul, compararea si partea intreagd a numerelor reale sunt

asemanatoare cu cele precizate in detaliu in cadrul paragrafului A.1.3, referitor la numere rationale,
cu precizarea ca se face extensie la multimea numerelor reale.

Modulul sau valoarea absoluti a unui numar real X, notat |X| , este definit astfel:

X, daca x>0
x| =10, dacd x=0.
—Xx,daca x<0

Compararea numerelor reale.
Pentru a,b € R, a situat la stanga lui b pe axa numerelor, avem cd a < b sau b > a.
Daca a<b sau a=b, avem ca a <b, iar dacd a>b sau a=b,avem a>b.

Exemple: Fie multimea A = { Jie;- L. 75 Olg -5,21(4); V3812 \/_}

. AmN={75rf} 25,927}
. Am(R\Q)z{\/Z_(i};
. A\Z:{—%;O,1;2,1(4);\/%}.

Partea intreaga a unui numar real x, notata cu [X], este cel mai mare numar intreg mai mic
sau egal cu x.

Exemple: [3,72] =3; [-3,72] =-4.

Partea fractionard a lui x este data de diferenta: {x}=x —[x].

Exemple: {3,72}=372-3=0,72; {~3,72}=-3,72—(-4) =0,28.
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B.1.5. REGULI DE CALCUL CU RADICALI

1. Ja7:|a|, VaeR;

Exemple:

o Jof =-g=s
o [-5+y(-7)? =5+|-7|=5+7=12;
o J(x-1? =|x-1.

2. \/a-b:\/g-\/ﬁ, VYa>0, b>0, prin urmare: (Ja)” =Ja7, YneN;
Exemple:

e /8-410 =/80;

. _\/E.(_\/%Jz\/g.\/?z\/a%ﬂ

. (V2f =25 = a2

n
\/7 —,Va>0,b>0, prin urmare: (\/7] - ,VneN;
°) ()

Exemple:

ﬁ+rrrffff5

cmﬁ

\/7
3
[ @ (2f V2
3) (@ B
. _ VvaZ.b,a>0b>0
4. Introducerea factorilor sub radical: a+/b = ;
—\/az-b,a<0,b20
Exemple:
° 4\/ﬁ: 4<.11;
o -9J5=-y92.5:

e 6426 > /321, deoarece V936 > /321.

5. Scoaterea factorilor de sub radical: va2-b = lal- Jb, VaeR,b>0.
Exemple:

e /160=+42.10 = 4.10:
V252 12121 =252 4 2.11= J2-(25+11) = 236 = /2.6% =62 ;
o —3J12 <-6+/2, deoarece— 312 = 322 .3 = —64/3.
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B.1.6. OPERATII CU NUMERE REALE
Adunarea si scaderea numerelor reale

Adunarea numerelor reale este operatia prin care oricarei perechi de numere reale a si b i
se asociaza un numar real, notat a+b, numit suma numerelor a si b.

Proprietitile adundrii numerelor reale:
e asociativitatea: va,b,ceR, (a+b)+c=a+(b+c);
e elementul neutru la adunare este 0: VaeR,30eR, al. a+0=0+a=a;
e opusul numarului a este -a: VaeR, 3-acR, al. a+(-a)=(-a)+a=0;
e comutativitatea: Va,beR,a+b=Db+a.

Scdderea numerelor reale este operatia prin care oricarei perechi de numere reale a si b i se
asociaza un numar real, notat a-b = a + (-b), numit diferenta numerelor a si b.

Exemple:

o 311+ (-211+9V11)-10V11 = 3/11+ 7411 -10V11 = 10V11-10V11 = 0;
o 4x* +9V16x2 ~10Vax? = 4x2 +9y(ax)? ~10y/(2x)2 = 4x2 +36-|x|~20-|x| =

4x2 +16x, pentrux >0

= 4x2 +16-[x| = :
4x° —16x, pentrux <0

Inmultirea si impartirea numerelor reale

Inmultirea numerelor reale este operatia prin care oricarei perechi de numere reale a si b i
se asociaza un numar real, notat a-b, numit produsul numerelor a si b.

Proprietitile inmultirii numerelor reale:
e asociativitatea: Va,b,ceR, (a-b)-c=a-(b-c);
e clementul neutru la inmultire este 1: VaeR,31eR, al. a-1=1-a=a;

* . 11 . 101
e VaeR areuninvers: a =~ =—, cuproprietatea ca: a-—=—-a=1;
a a

a5}

e comutativitatea: Va,beR,a-b=Db-a;
e distributivitatea inmultirii fatd de adunarea si scaderea numerelor reale:
va,b,ceR, a-(b+c)=a-b+a-c.
Impartirea numerelor reale este operatia prin care oricirei perechi de numere reale a si

. .. « a - o .
b+ 0 ise asociaza un numar real, notat a:b = b a-b~L, numit cdzul numerelor a si b.

Exemple:

o V5-(3++/15)- (75 -+20)=3V5 + 75 - (V75— 245 )= 3J5 + V75 - /75+ 25 = 5,5

10v12 _10V2*-3 203 _, [3
512 5J2 52 2"
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Ridicarea la putere cu exponent intreg a unui numdr real

Dacd geR, ne N, atunci q" =q-q-..-q , iar q este baza, iar n este exponentul puterii.
factori
n

Fie q e R*, neN".Prin definitie, q 7" = in’ iar q0 =
q
Reguli de calcul cu puteri

m n m+n

e a -a VaeR ,vmnheZ;
e @M"=a™" vaeR",VmneZz;
e a™:a"=am" vacR",vmneZ;

(a-b)" =a"-b",va,beR",vnez;
a:b)"=a":p", va,beR ,Vnez;
(

(Ja)” =JaT,Va>O, vneZ;

( E]n= \/an,Va,b>O,VneZ;
°) ()

e (avb) =a"Vb", vacR*,b>0, vnez.

Exemple:

o (V2 -(V2f =(V2f =2* -1s;
T SR S
) \s) (5P (BP (vsP 2* 2 8

(AT -

Ordinea efectudrii operatiilor cu numere reale

Ordinea efectuarii operatiilor cu numere reale este aceeasi ca si ordinea efectuarii
operatiilor cu numere rationale, adica:
e ridicdrile la putere si extragerea radacinii patrate,
e Inmultirile si impartirile,
e adunarile si scaderile,
pastrate in ordinea scrierii, tinandu-se cont, acolo unde este cazul, de paranteze, adica se efectueaza
prima data calculele din parantezele rotunde, apoi din parantezele drepte, apoi din acolade.

Exemple:
o (50V192-20V675): 24/5% = (50 82.3-20 152-3j:2-52 - (400473 -30013):50 =
=1001/3:50=2V3;

e 2/3-7-BV2-4-5J3+3-(442-3/3):8}=2v3-7-[8v2 - 4- (53 +1242 - 93): 8=
— 2J3-7-Bv2-8.(6v2 -213):8|]= 2/3-7-(8v2 — 62 + 2/3)=~14/2 ~12,/3.
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Rationalizarea numitorilor

A rationaliza o fractie inseamna a elimina radicalul de la numitor prin amplificare.

Exemple:
Jy L _b * .
——=—+-,cua,beQ ,b>0;
a/b a-b Q
B N E R £
J20 2J5 10

Reguli de calcul:
o <a+\/5)~(a—\/5)=a2 -b, a,b,c,deR, b,d>0;

. (a\/5+c\/a)-(a\/5—c\/a)=(a\/5)2 —(c\/a)z —a’b-c?d, a,b,c,deR, b,d>0

Rationalizarea unui raport al carui numitor confine expresii cu radicali se face prin amplificarea
cu conjugatul acelei expresii,ca de exemplu: conjugatul expresiei 3-/2 este 3++/2.

Exemple:

sidsy 2 2:(3+v5) 6425 6+2V5  2.(3+45) 3+45
3-\5 (3+5)(B-v5) 32-5 4 4 2

waifs)_ 6 _6:02+28) 6:8v2+243) 5,1
3W2-2J3  9-2-4.3 6 '

Media geometrica. Inegalitatea mediilor

Media geometrica sau proportionald a doud numere pozitive este raddcina patratd a

produsului lor:
mg(a,b)=+a-b, a,b>0.

Observatii:
e Pentru O<a<b,aema<+a-b<b;
e Media aritmeticd a doud numere este egald cu media geometricd, dacd si numai daca cele
doud numere sunt egale;
e Pentru X,y eR,a,b>0, are loc inegalitatea mediilor:
mp (a,b)<mg(a,b)<m,(a,b),

unde: mh(a,b):ﬂ = media armonic,
a+b
m,(a,b)= aLzb = media aritmetica.

Exemple:
e Media geometrica a numerelor 5— 32 §i 5+342 este:

my =+/(5-3V2)-(5+3V2)=V25-18 =7 ;
e Pentru numerele 6 si 54 verificdm inegalitatea mediilor:

_2004 1298 448 my=v6-54=16-32.6=18; m,
6+54 60
Din calcule, rezulta ca inegalitatea mediilor este verificata.

_6+54
2

Mn 30.
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B.1.7. EXERCITII SI PROBLEME

1. Calculati valoarea lui a si apoi ardtati ca este patrat perfect: a = (2 +4+6+..+ 2012)+1007
Rezolvare:.

a=(2+4+6+..+2012)+1007=2-(1+2+3+...+1006)+1007 = 2-M+1007=

—1007-(1006+1)=10072

2. Calculati valoarea lui a si radacina patrata a acestuia: a = 1012 —2.99-101+ 992 .
Rezolvare:.

a=101% —2.99-101+ 992 =101% —99-101-99-101+ 99 =101-(101-99)—99- (101-99) =

= (101-99)% =22 = J/a = V2% =2

3. Aratati ca numirul a =5™ +7 nu este patrat perfect, Yme N .
Rezolvare:.

ultima cifra = uc(5m ): 1, 5}
{8, pentrum =0
uc(a) =

*
2, pentru me N
ca numarul dat nu este patrat perfect, deoarece se termina in cifrele 2 sau 8.

=

4. Scrieti numarul 9 ca:
a) suma a doua patrate perfecte;
b) diferenta dintre un patrat perfect si un cub perfect;
C) suma a trei patrate perfecte;
d) suma dintre un patrat perfect si un cub perfect.
Rezolvare:.

a) 9=0%+3%;
b) 9=6%-3%;
¢) 9=1°+2°+2%;
d) 9=1%2+2%.

5. Existd numere de forma aa care si fie patrate perfecte?
Rezolvare:.

Deoarece aa =10-a+a=11-a, rezulta ca nu exista astfel de numere care sa fie patrate perfecte.

6. Calculati: V642 —63% +42 +12
Rezolvare:.

V642 632 142 +12 = [(64—63)- (64+63)+ 17 = J127+17 = V144 =122 =12,

7. Aritati ci numarul N = J520+L g+l | 95N 32042 19 acte natural, Vn e N
Rezolvare:.

N :\/52n+1 g+l o 32n+2 .11:\/52n .5.321 .32 { £2N 320 32 49 _

—J52".32" .32 (5411)=15" .12 N, Vne N
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8. Determinati numarul natural x care verifica egalitatea:

5% =\/1+4+4-5+4.52 4+ +4.52011
Rezolvare:.

2011 - _
5% = \J5+4.(5.+52 4. +52011 | = 5X :\/5+4-% = 5% 545201 .5 5

_5X _ 52012 _ px _ /(51006)2 5% _51006 _ » _1006

9. Determinati cifra x, astfel incat: 1/%( eR\Q.

Rezolvare: x e {0;1;3;4;5;6,7;8;9}.

10. Aratati ca numarul J5 este irational.
Rezolvare:

Presupunem prin reducere la absurd ca \/E eQ= \/— =—, (a, b) =1.

a
b
a v a® 2 .2
V5=2 () =5=2-=a’=5"b
b b2
Din (5-b2 5= a215
Fie a =5k, k < N.=> 25k2 =5b% = b? =5k? si cum (5-k2}5=> b?:5, adica bi5, deci b =5p.
Din a=5Kksi b=5p = ca 5 e divizor comun pentru a si b, ceea ce contrazice ipoteza, (a, b)=1.

Prin urmare, presupunerea facuta este falsa = J5el.

11. Sa se calculeze:
a) ‘x+\/§‘+‘x—\/§‘, XeR,x>22;

0) VB-v5F -5} .
Rezolvare:

a) ‘x+\/§‘+‘x—\/§‘:x+ 2 +X—~2 = 2x
) V(=5 +~VB) =/a~8+11~V5|~3-5-1+5 =2

12. Calculati media geometrica a numerelor: a = V1045 -5411 si b= J104/5 + 511

Rezolvare:

a = /10v/5 — 511 = 4/4/500 — /275
b = 1045 +5v11 = 4/+/500 + /275
a-b=/(x/500 - /275)-(+/500 + ,/275) = /500~ 275 =225 =15 = m =/a-b = /15

13. Fie multimea A = {— 2:4/2007; 0; 13; +/8; 2,4; 1%;3, (8), \/289} . Aflati numirul de

elemente al mulimii: AN (R\Q).
Rezolvare:

An(R\Q)=2007;8}= card[A(R\Q)|=2.
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2 2
14. Daca \/ (X -32 ) + \/ (y ~42 ) <0, calculati mediile aritmeticd, geometricd si armonica.
Rezolvare:

Din (x-32f +{y-4v2f <0=|x-342+|y-4vZ| <0

si din faptul ca

Z| >0, VZ € R = ca inegalitatea are loc pentru:

x-32=0 (x_32
= .
y-4v2|=0 ly=4v2
x-y:3\/§-4\/§:24
x+y:3\/§+4\/§=7\/§

my 2124 _ 48 482 242 mg =24 246 mfﬁ-
W2 72 14 7 2

15. Se considera multimile: A={/0,v1,v2,..,+/200} si B=f{x e A/5<x<7}.
a) Aflati numarul de elemente ale multimii B.

b) Determinati numarul de elemente rationale ale multimii A.
Rezolvare:

8) B ={25,426,427,..,\48}= cardB = 24

b) card A = 201elemente.

Numarul de elemente rationale este de 15, si anume: {\/ 02 , \/1—2, V2?2 ,\/37,..., V142 }

o . . o 2456 4T #1542
16. Determinati cel mai mare numdr Intreg mai mic decat X =
25T
Rezolvare:
V2B BT BB 4B T _ V24T 3 (2 BT
V245447 V2 +5 447
X = (‘/E+‘/§+ﬁ)'(‘/§+l)=\/§+1; 2,71=
V2 +45+47
ca cel mai mare numar intreg mai mic decat X este 2.
NS a—b2 . .
17. Se dau numerele nenule a, b, ¢, d, astfel incat numarul n = iz este rational. Aratati ca
C_
numarul m=a-b-c-d este patrat perfect.
Rezolvare:
| _c+d2) a-bv2 (a—bv2)-(c+dv2) ac—bcy2+adv2—2bd ac—2bd ++/2 - (ad - be) <0
c—dv2 (c—dﬁ)-(c+d\/§) c? —2d? c? —2d?

<ad-bc=0=ad =bc
m=a-b-c-d =(b-C)2 = patrat perfect.
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1 1 1

+ +...+ .
V241 3442 J2012 ++/2011
Rezolvare:

1 1 1 2- 1+\/' f +\/2012—\/2011
ﬁ+1 \/§+\/_ \/2012+\/2011 2.1 3-2 7 2012-2011
= E=+2-14+/3-v2+..+/2012-/2011= E =/2012-1.

18. Calculati expresia: E =

19. Fie a—i+i+ +L Demonstrati ca 02<\/%<0,3.

22 32 1002
Rezolvare:
1 1 1 1 1 1 1 1 1
A=— +— 4.+ = + +...+ <—+4 +...+ =
22 32 1002 2-2 3-3 100-100 1-2 2-3 99-.100

1 1 1 1 1 1 99
a<l-—+>-4.+——-—-=1-
2 3 99 100 100 100

<£:>i<£-1 a \/7 1/ \/7<03 (1)
100 11 100 11 11 100 10

1 1 11 1
a=—+—+..+ - .
22 3?2 1002 2.2 33 7100100 2-3 3.4 100-101
11 1 1 1 1 1 1 99

a>-——>+=--= — =T

2 3 3 4 7 100 101 2 101 202
>£:>i>£-1 a \/7 021:\/7>02 2
202 11 202 11 \/20

Din relatiile (1) si (2) = caare loc: 0,2 < \/% <0,3

20. a) Demonstrati ca: 24/n- n +1 < 2n+1, Vne N;

J 2 V2.3 ¥3-4 20102011 1
< .
5 7 4021 52010

b) Aratati ca

Rezolvare:

a) 2Jn-(n+1)<2n+1 ( ¥ =4-n-(n+1)<(2n+1)> = 4n? +4n<4n? +4n+1=0<1,
adevarat.

b) Utilizand din aproape in aproape relatia demonstrata la punctul a): /n -(n +l) < 2n+1 =
12 < 2-1+1_§
2 2
J23<2 W12 2.3 ¥3-4 0 420102011 11 1
2 => prin Inmulfire ca . . <—r— =
3 5 7 4021 2272
.............................. —
21 2010 factori
+72010-2011< —— 40

:w/' V2-3 _\/ 4 '\/2010-2011< 1
3 5 7 7 4021 22010 °
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I ARITMETICA, ALGEBRA - semestrul IT

C.lI. CALCUL ALGEBRIC

C.1.1. CALCULE CU NUMERE REALE REPREZENTATE PRIN LITERE
Adunarea si scaderea numerelor reale reprezentate prin litere

Definitie: Suma algebrica este o succesiune de adunari si scaderi de numere reale reprezentate prin
litere.

Exemplu: in suma algebrica: 6a +2xy? +3a++/3—0,8xy? +12./3—2a, avem:
e termeni asemenea
= 6a;3a;—2a aciror sumi este: 6a+3a—2a=a-(6+3-2)="7a,
= 2xy2;—0,8xy2a caror suma este: 2xy2 —0,8xy2 = xy2 ~(2 —0,8)=1,2 . Xy2 :
= /3;124/3 acaror sumi este: +/3+124/3 =+/3- (1+12) =13V3.
Prin adunarea termenilor asemenea obtinem reducerea termenilor asemenea, adica:
6a + 2xy2 +3a+\/§—0,8xy2 +124/3-2a=7a +1,2-xy2 +13/3.
e coeficientii termenilor
6a <« 6 este coeficient
= .3a <« 3estecoeficient ;
—2a «<—— 2estecoeficient

— O,8xy2 «~-08 estecoeficient’
{\/5 <« termenliber

. {nyz <« 2 este coeficient

124/3 « termenliber
o litere: a,x,y.

Proprietatile adundarii numerelor reale reprezentate prin litere sunt aceleasi ca si
proprietatile adunarii numerelor reale, prevazute in paragraful B.1.6, adica: asociativitatea, existenta
elementului neutru, existenta unui opus si comutativitatea.

Exemple:

o X+2X+3X+.. +IX=X-1+2+3+..+9)=X 910 10—45x

o [ax—b2 )+ lox— 202 )+ [12x - 302 )+ [16x — 4p2 )=
—(ax—2)+2-[ax b2 )+ 3-(ax b2 }+ 4 (ax b2 )= [ax b2 ). (1+ 2+ 3+ 4)=10- [4x ~ b2 }
e Daca 2x+3y =13 si 3x+2y =12, atunci:

SX+9y=25=X+y=5,

X—-y=-1

10x +15y = 65,

6X + 4y = 24.
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Inmulfirea, impartirea si ridicarea la putere a numerelor reale reprezentate prin litere

Proprietatile inmultirii numerelor reale reprezentate prin litere sunt aceleasi ca si
proprietatile inmulgirii numerelor reale, prevazute in paragraful B.1.6, adica: asociativitatea,
existenta elementului neutru, distributivitatea inmultirii fatd de adunare si scadere, precum si
comutativitatea.

De asemenea, toate regulile de ridicare la putere a numerelor reale, prezentate in paragraful
B.1.6, sunt valabile si in cazul ridicarii la putere a numerelor reale reprezentate prin litere.

P * .1 . L ) 1 1
Definitie: Fie a € R . Numarul — se numeste inversul lui a si are loc egalitatea: a-—=—-a =1.
a a a
Astfel, putem defini impartirea a doua numere date, ca fiind inmultirea primului numar cu inversul

celui de-al doilea, al doilea numar fiind nenul. Prin urmare, a:b=a % = %, b=0.

Exemple:

. )( 6X ) 3-(- 6)~(x-x4)=—18~x5;

o) b2y

o (l4x3 28x )(14x ) (14x3:14x2)—(28x2:14x2)=x—2;
o (7ab)-(—2ab)-5 a2 .3p? +3a-(10ab2):—14a2b2 _15a2b2 +30a2b2 =
—a%p?.(14- 15+3o) 29a2b?;

4
( 2a 3sz 16a1%h8

g1t
. (-a)'® +5a(-a)® +(-2a)?> =a?" :a'® —5a* + 422 =a* —5a* + 4a% = 4a° —4a*
=4a2—4a :4a2~(1—a ) az0;
99-100
o xox2.xB. x99 _ 424400 _ Ty 4950,
2,22

e Pentru xy =6, yz=8 x2=10= x“y“z° =xy-yz-xz =480.

C.1.2. FORMULE DE CALCUL PRESCURTAT

(a+b)=a%-b?

e (a-b)®=a%-3a%p+3ab% -3
e (a+b+c) =a+b%+c?+2-(ab+ac+hc)
e 2%+b%=(a+b)-(a2-ab+b?)
e 2% b°=(a-b)(a?+ab+b?)
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Exemple:

(1+a)® +(2+a)® +(3+a)® =1+2a+a’ +4+4a+a’+9+6a+a’ =3a% +12a+14;
(2x—3y)? = (2x)? —2-2x -3y +(3y)? = 4x? —12xy +9y?;

(m+2n)-(m=2n)=m? —(2n)?> =m? —4n?;

(a—2b+2c)? =a? +4b? +4c? — 4ab + 4ac —8bc ;

(x+3y)® = x3 +9x%y + 27xy? + 27y3;

8x3 - 27y = (2x)® - (3y)® = (2x —3y)- (4x2 +6xy+9y2);

640 +8b° = (4a2 | + (20)® = (4a2 + 2 {16a® —8a2h + 4n2)

(2x—y)® =8x3 —12x%y + 6xy? —y°.

C.1.3. METODE DE DESCOMPUNERE IN FACTORI

Metoda factorului comun

Formula a-(by+by+..+b,)=a-by+a-by+..+a-b, reprezinta distributivitatea

inmultirii fata de adunare.

Daca scriem aceasta formula invers, obtinem formula de scoatere a factorului comun:

a-by+a-by+..+a-b, =a-(by+by +..+by).

Exemple:

2012-2011+2010-2012-4023-2012=2012- (2011+ 2010- 4023) =-2-2012=-4024;
(@+1)°+(@+1) —a~(a+1):(a+1)-l(a +1)? +a+1—aJ:(a+1)-(a2 +2a+2);

(x=6)% +(x+1)-(x—6)? = (5-3%)-(x =6)? = (x=6)% - (x =6+ X +1—-5+3x) =
=5-(x—2)-(x—6)?;

V12a%b3 —/27a2b? +/48a3b? — /75a%b3 = 2/3a%b® — 3./3a2b? + 44/323h2 - 5/3a%b3 =
=/3a%b? - (2ab — 3+ 4a —5h).

Metoda restriangerii utilizand formulele de calcul prescurtat

a +2ab+b? =(a+b)?

a® —2ab+b? =(a—b)?

a?—b2 =(a—b)-(a+b)

a%+3a%b+3ab% +b> =(a+h)*

a3 —3a%p+3ab% -b% =(a-b)3
a?+b2+c?+2-(ab+ac+bc)=(a+b+c)?
(a+b)-(a2 —ab+b2): ad +b3

(a—b)-(a2 +ab+b2): as—p®
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Exemple:
. a3—64:a3—43:(a—4)-(a2—4a+16);
o x4 +6x%y+9y® = (x2)2 +2-x2-(3y)+(3y)? = (x2 +3y)2 ;
. a2—a+l:a2—2-l-a+(1jz=(a—£j2;
4 2 2
e 16-4a%=4%_(2a)’ =(4-2a)-(4+2a)=4-(2—a)-(2+a);
o a’b%c® —x?y®z% = (abc)” — (xyz)* = (abc — xyz)- (abe + xyz);
o X% +y?+9+2xy+6x+6y=(X+y+3)?;
o 8x3-60x%y+150xy? —125y°> = (2x - 5y)3.

Metode combinate de descompuneri in factori

Exemple:
e 3a’.+3ab+2ab% +2b3 =3a-(a+b)+2b? -(a+b)=(a+b)~(3a+2b2);
o 9-(x—2P-1=[3-(x-2)P -1=[3-(x-2)-1]- [3-(x = 2)+1] = (3x — 7)- (3x - 5);

2 2 2 2 2
. 25X +1o+y_:[5_XJ +2.5_X.z+(x] :(5_X+Xj ;

y? x2 Yy y x \x y X

. (x2 +2x+1)—(y2 —4y+4):(x +1)2 —(y=2) =(x+1+y—2)-(x +1-y+2)=
=(x+y-1)-(x-y+3);
e 9a%b+4a®-9b3—4a%b=4a> -(a—b)+9b-(a—b)-(a+b):(a—b)-(4a2 +9ab+9b2).

C.1.4. ECUATIA DE FORMA x2 =a,a€Q

2

Arezolva ecuatia X“ =a, a € Q presupune a determina toate valorile xo e MM c R,

pentru care propozitia X% = a este adevarata.
Etapele de rezolvare a ecuatiei presupune discutia a trei cazuri:
e dacid a <0 =solutia S = @, deoarece x2 > 0,
e daca a =0, atunci ecuatia devine: X2 =0=S= {O},
e daca a>0:>S={i\/E}.
Exemple:
o 32=2+(-1"?2 53x? =241 x? =1 x e {+1);
o (x—3)-(x+3)+9=9=(x-3)-(x+3)=0=x e {+3};

. x° =\/7+\/§:>X2=(ﬁ+\/§)-(ﬁ—\/§)z>xz=7—3:>X2=4:>X€{i2};

J7-3
e (2x-1?%=16= 2X—1:i4:>Xe{—g;g};
. X—Jrl:i:>(x+1)2 =36=X+1=46=x e {-7,5}.
9 X+1
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C.1.5. EXERCITII SI PROBLEME

1. Daci x € R, calculati (x —2x)+(3x —4x)+ (5x — 6x)+(7x —8x).
Rezolvare:
(X —2%)+(3x — 4%)+ (5x — 6x) + (7TX —8X) = —X =X =X — X = —4X .

2. Descompuneti in factori: 1 a’t.
625

Rezolvare:

4 2
e o ) o ) )
625 5 52 25 25 5 5 25

2
3. Determinati a,b e Zstiind ca (\/g - 2) =a+Db5.
Rezolvare:

=9
<\/§—2)2 :a+b\/§:>5—4\/§+4:a+b\/§:>9—4\/§:a+b\/§:>{z

=4

4. Descompuneti in factori expresia: 25x2 —110ax +121a2.
Rezolvare:

25x% —110-a-x+121-a% =(5x)? =2-5-11-a-x +(11-a)? = (5x —11a)?.

5. Aratati ca (X2 — 7X)- (X2 —7X+ 2)+ 1, VX € Z este patrat perfect.
Rezolvare:
Notam x2 —7x =t

=t-(t+2)+1=t? +2t+1=(t+1)* = (x2 —7x)-(x2 —7x+2)+1=(x2 —7x+1)2

6. Stiind cd Xx+3y—z =4, sa se calculeze suma:
S=(x+3y—-2z)+(2x + 6y —22)+ (3x + 9y —32)+... + (11x + 33y —11z).
Rezolvare:
S=X+3y-2)+2-(X+3y—-2)+3-(X+3y—2)+...+11- (x+3y —2)

S:(x+3y—z)-(1+2+3+...+11):(x+3y—z)-%'11:66-(x+3y—z).

7. Fieabe N", numere care verifica relatia: 3va =b+/2. Si se calculeze valoarea raportului

a . .
— > precum si valoarea lui b, pentru a=16.
b

Rezolvare:
3Ja=by2 ()2:>9a=2b2:>i2=§.
b
Pentru a = 16 avem: 3\/E:b\/§:>12:b\/§:>b:%:¥:6\/§.
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8. Calculati X2, stiind ca: X = \/\/E(\/E—\/g)— \/E(\/E—\/E)+\/\/§(\/§+\/§)+ \/E(\/L\/E)
Rezolvare:

x:\/Z—\/E—\/E+5+\/2+\/E+\/E+5=\/7—2\/E+\/7+2\/E
x2 =(J7—2\/E+J7+2\/Ej2 =7 2J10+ 27— 241047 + 2410 + 7 + 2410

x2 =14+2.,/7% = (2410)? =14+2.3=20.

9. Daci Xx—y=3si x? —y? =12, determinati numarul a = (x+y)+(x+y)’ +(x +y)3.
Rezolvare:
x2—y? =12= (x—y)-(x+y)=12=>x+y=4
—Sa=(X+y)+(X+yP +(x+y)® =4+4%+43=4116+64=84.

. 3 _n-1 8 .n 18 n+1 40 n-2
10. Scoateti factor comun: — X + X - X + X ,neN,n>2.
J3 J12© 108 24/300
Rezolvare:
ixn—1+ 8 x" _ 18 Xn+1+ 40 Xn—2 :ixn—1+ 8 x" _ 18 Xn+1+ 40 Xn—2 _
3 Ji2© Jhos 24/300 3 2J3° 6J3 203

n-1
_ 3 -t N+l 2 yn-2 X 7 3+4x—3x2+2x_1)

4 o 3
N RN - SN - S 73

11. Aritati cd x*0 -3 = (x —3)(x +3)(x2 +9Xx4 +81Jx® +38).
Rezolvare:

-5 (OF F e ) [P P o8-
(x4 —34)~ (x4 +34)-(x8 +38)= [(xz)2 —(32)2](#‘ +34)-(x8 +38)=

(x2 —32)‘ (x2 +32)' (x4 +34)-(x8 +38): (x—3)(x+3)(x2 +9]x* +81Xx8 +38)

12. Se considerd x eR”. Calculati x2 +i, stiind ca X L =5,

x2 X
Rezolvare:

2
x-<=5 ()Zz(x—lj :25:>x2—2+i2=25:>x2+i2:27.
. . * 1 1 a b
13. Aritati ca are loc egalitatea Va,be R :(a+b)- g+B =2+B+E'
Rezolvare:

(a+b)~(i+iJ=a~(l+1j+b~(1+ij=1+3+9+1=2+3+9.
a b a b a b b a b a
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14. Aflati media aritmetica a numerelor:

a=(n+1f +(n-1fsi b=(Vnr1+1f -(n¥i-1F neN.

Rezolvare:

az(\/ﬁ+l)2+(\/ﬁ—l)2 =n+2Jn+1+n-2Jn+1=2n+2

2 2
b:<\/n +1+1) —(\/n +1—1) =n+1+2vn +1+1—<n +1-2+/n +1+1)
b:n+2+2\/n+1—(n+2—2\/n+1):n+2+2\/n+1—n—2+2\/n+1:4\/n+1

m, :a;b:2n+2+24\/n+1:n+1+2\/n—+1

15. Daca a,b,c e R, astfel incat a—2b+3c = 742, atunci are loc egalitatea:
2 2 2
(a—\/i) +(b+2\/§) +(c—3\/§) —a2 +b2 12
Rezolvare:

a’ —2v2a+2+b% +4/2b+8+c® —6v2c +18=a% +b? +¢% =
= 28-242-(a—2b+3c)=0=28-2/2-7/2=0=0=0

16. Aflati numerele intregi x si y stiind ca \/ (X + 6)2 + \/ (y — 2)2 =1.
Rezolvare:
Jx+6)2 +4/(y-2)? =L = |x+6|+|y -2 =1
Avem posibilitatile:

{|x+6|:1 {x+6:il
=

= (xy)={-7:2}(-52)}

ly-2/=0 |y=2
sau

X+6=0 (x+6=0

= = (X;¥)={-61);(—6;3
= - enea)
17.Fie A= {n:l;);)om € N}. Aratati ca multimea A M N are un singur element.
+

Rezolvare:

n+1000 _n +17+983 14 983

n+17 n+17 n+17

n+17/983=n+17 € {1,983} =
n+1l7=1=n=-16¢N
N+17=983=n=966¢ N

983 = numar prim

n+10OO:1966:26 N

n+17 983
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18. Aratati ca \/124+ 1112 + \/ 28— 5412 este un numar natural, patrat perfect.
Rezolvare:
Cea mai usoard modalitate de rezolvare este de a aplica formulele radicalilor compusi:

e o A=
,CU C= a?-b.

V1244113412 = J124+ V11212 = \/124;118 +\/124;118 —J121+/3=11+43

c=+1242 112 .12 = /13924 = /1182 =118
\28-5y12 =4/28—+/52 .12 =\/28+22 —\/28_22 =5-4/3

2 2

C =282 —300 = /484 = /222 =22

19. Daca a,b,ce R, si abc =1, atunci a® +b% +c? 21+%+l.
a c

Rezolvare:

2>m+m+m
B abc

(a—b)? =a? —2ab +b?

(b—c)? =b? - 2bc +c?
2

a?+b?+c = a’ +b?%+c? 2bc+ac+ab:>(a2+b2+c2)—(ab+ac+bc)20

(c—a)®> =c®-2ac+a
Prin insumare, rezulta:
@-b +(b-c)’ +(c-a)? = 2-(a2 +b? +c2)—2~(ab+ac+bc)

2 2 2
- (a-b) +(b—20) +(c-a)

= (a2 +b? +02)—(ab +ac+bc)> 0 adevirat

20. Fie numerele x,y € R”, astfel incat 4x? +9xy +5y? =0. Aritati ca §X+jy =N
X + 4y

Rezolvare:
4x2 + 4xy +5xy +5y? =0=4x-(X+y)+5y-(x+y)=0=(x+y)-(4x +5y)=0
Variante posibile:

. x+y:0:>X:—y:>2X+3y:_2y+3y:¥=1€N,
3X+4y -3y+4y vy

sau

By  2x+3 2'(_WJ+3y 2

b AN ) 4 - _2eN.

4 3x+4y 3_[_5yJ y
4

o AX+5y=0=4X=-"y=>X=—
+4y
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D1. ECUATII SI INECUATII
D.I.1. RELATIA DE EGALITATE IN MULTIMEA NUMERELOR REALE

Proprietdtile relatiei de egalitate =" pe R sunt:
o reflexivitatea: x =X, VxeR;

e simetria: daca x =y, atunci si y=X, VX,yeR;
e tranzitivitatea: daca X =y si y=z=>Xx=2, VX, y,ZeR.

In sintezele ce urmeaza voi figura citeva proprietiti de compatibilitate intre relatia de
egalitate si operatiile cu numere reale, pentru orice valori reale ale lui a si b.

a+XxX=b+Xx \ / a-x=b-x
a=b
ax = bx / \ a:x=b:x
x#0 x#0
atc=b+d \ / a-c=b-d
a=b
c=d
ac=hd / \ a:c=b:d
a,b,c,d=0 c,d=0
Exemple:

e dacaa+b+2c=4si 3a—2b+c=7, atunci
» da-b+3c=11;
= 2a-3b-c=3.

e Pentru a demonstra ca, daca a2 +b? = —2ab ,atunci a =-b, se procedeaza astfel:
a% +b% = 2ab |+ 2ab=a® +2ab+b? =0=>(a+b)* =0=a+b=0=a=-b
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D.1.2. ECUATII DE GRADUL 1

Forma generala a unei ecuatii cu coeficienti reali este: ax +b=0,a,beR,a=0, in care a
si b se numesc coeficienti, iar X se numeste necunoscuta sau variabild. Se spune cid a este
coeficientul necunoscutei, iar b este termenul liber.

Aceasta forma generala a unei ecuatii cu coeficienti reali de gradul I mai poartd numele de ecuatie
de gradul I cu necunoscuta x.
Solutia unei ecuatii cu coeficienti reali este un numar X € R pentru care propozitia

aXg+b=0,a,beR, a0 esteadevarata.
Rezolvarea unei ecuatii presupune determinarea tuturor solutiilor sale. Daca ecuatia nu are
nici o solutie, atunci vom scrie multimea vida.
Ecuatiile echivalente sunt acele ecuatii cu aceeasi multime de solutii.
Etapele rezolvarii unei ecuatii de gradul I sunt:
o ax+b=0|-b=ax=-b;

e ax=-b ~1,a¢0:>x:—9;
a a
b ) ) .. b
. :>x=—geR si este solutia ecuatiei date: = S= e
Exemple:
. (2—\/5)-x—5:0 |+5:>(2—\/§)-Xz5:x:2+‘@)2 5\/5:5'(5+3:/§):5-(2+\/§);

e Pentru a determina valoarea lui m e R pentru care ecuatia 2X —m(x +3)=7mx +12are
solutia 5, procedam la inlocuirea lui x cu 5, astfel:

10—8m:35m+12:—2:43m:>m:—4£3.

D.1.3. RELATII DE INEGALITATE IN MULTIMEA NUMERELOR REALE

Pentru a,b € R, se cunosc urmatoarele tipuri de relatii de inegalitate:

e spunem cd,,a este mai mic decit b” si scriem a < b, daca in reprezentarea pe axa numerelor
reale cu sensul pozitiv spre dreapta numarul a este pozitionat in stinga numarului b;

e spunem ci ,,a este mai mare decit b” si scriem a>Db, dacd in reprezentarea pe axa
numerelor reale cu sensul pozitiv spre dreapta numarul a este pozitionat in dreapta
numarului b;

e daci a<b si a=b spunem ca ,,a este mai mic sau egal cu b” si scriem a<b;

e daci a>b si a=Db spunem ca ,,a este mai mare sau egal cu b” si scriem a >b.

Aceste tipuri de relatii de inegalitate au cateva proprietati ce sunt sintetizate in tabelul
urmator.
Observatii.

o Inegalitatea se pastreaza, daca se aduna sau se scade din ambii membrii acelasi termen sau
daca se inmulteste sau se imparte inegalitatea printr-un factor pozitiv;

e Prin inmultirea sau impartirea unei inegalitati cu un factor negativ, rezulta o inegalitate cu
Sens opus.
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Proprietdtile relatiilor de inegalitate

reflexivitatea

X<X, ¥XxXeR

X=X, ¥XxeR

antisimetria X,y eR, X,y eR,
daca daca
X<y, y<X X>Y, y>X
=>X=Y =>X=Y
tranzitivitatea vX,y,zeR, vX,y,zeR, VX, ¥,z€eR, vX,¥,zeR,
daca daca daca daca
X<y, y<z X2y, y=z X<y, y<z= X>VY,y>z
X<z =Xz X<Z = X>Z

Proprietati de compatibilitate intre relatia de egalitate si operatiile cu numere reale

ceR a<b<a+c<b+csia<bosa-c<b-c
Daca | ¢ 0 atunci a<boa-c<b-csia<boa:c<b:c
c<0 a<boa-c>b-csia<boa:c>b:c
ceR a>b<a+c>b+csia>bsa-c>b-c
Daca | ¢>0 atunci a>b<a-c>b-csia>b<a:c>b:c
c<0 a>boa-c<b-csia>b<a:c<b:c
ceR a<b<a+c<b+csia<bosa-c<b-c
Daca | ¢ 0 atunci a<boa-c<b-csia<boa:c<b:c
c<0 a<boa-c>b-csia<boa:c>b:c
ceR azb<a+c=b+csiazbsa-c=2b-c
Daca | ¢>0 atunci axboa-c>b-csiazbsa:c>b:c
c<0 a>boa-c<b-csiazb<oa:c<b:c
Daca | a<b si c<d atunci a+c<b+d
Daca | a<bsi c<d atunci a+c<b+d
Daca | a<b si c<d atunci a+c<b+d
Dacd | 0<a<b si atunci O<a-c<b-d
O<c<d
3 <a<b si .
Daci | 0<a<b sl atunci 0<a-c<b-d
0<c<d
Daca | O<a<b i atunci O<a-c<b-d
O<c<d

Inegalitati cunoscute:
o x220; (x-y)?20; (x+y)? >0;

o mp(x,y)<mg(x,y)<my(x,y) - inegalitatea mediilor;

pentru X =y are loc egalitatea;
e X<my (X, y) <mg (X, y) <My (x, y) <y - teorema inegalitatii mediilor.
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Exemple:

< . . 1
e Demonstram cd VX € R, are loc inegalitatea: x +—=>2.
X

2 2
X+£—220:>X—2X+120:>M20, inegalitate adevaratd, deoarece XeR,, iar
X X X
(x-1)> >0;
e Demonstram ca Va,beRi,areIocinegalitatea: a+h SE[EJFEJ
a?+b®> 2\a b
atb  latb_ 1 sl-i:>2ab3a2+b2:>a2+b2—2ab20:>(a—b)220.
a?+b®> 2 ab  a?ip? 2 @

D.1.4. INECUATII DE GRADUL 1

O inecuatie de gradul I cu o necunoscuta poate avea una din urmatoarele forme:

e axX+b<0,
e aX+b>0,
e axX+b<0,
e aX+b>0,

unde a,beR,a=0, cua sib coeficientii inecuatiei (a = coeficientul necunoscutei, b = termenul
liber), iar x variabila sau necunoscuta.

Rezolvarea unei inecuatii presupune determinarea tuturor solutiilor sale. Dacd inecuatia nu
are nici o solutie, atunci vom scrie multimea vida.

Inecuatiile echivalente sunt acele inecuatii cu aceeasi multime de solutii, ele putandu-se
obtine, daca se aplica urmatoarele reguli:

e setrec termeni dintr-un membru in celalalt cu semn schimbat;

e seaduna sau se scade acelasi numar din ambii membri ai inecuatiei;

e se Inmultesc sau se impart ambii membri ai inecuatiei cu un numar pozitiv, pastrand sensul
inegalitatii;

e se inmultesc sau se impart ambii membri ai inecuatiei cu un numar negativ, schimband
sensul inegalitatii.

Etapele rezolvarii unei inecuatii de gradul I sunt exemplificate in cele ce urmeaza si sunt
valabile si pentru celelalte tipuri de inecuatii amintite anterior:

o ax+b<0|-b=ax<-b, a,beR,a=0,xeZ;

1 b . . .. b
e ax<-b ‘ -—,daca a > 0= X <—— si este solutia inecuatiei date: = S= {X € Z|X < ——} X
a a a

o ax<-b ‘ l daci a;0 = x > _b si este solutia inecuatiei date: = S = {X eZ> —E}
a a

a
Exemple:
o \/§x+\/§<0:>\/§x+3\/§<0:>\/§'(x+3)<0:>x+3<0:>x<—3;
. 12X+820:>12x2—8:>x2—%:>x2—§;

o 7x-10+2-(x-7)>8-(x~1)= 7x—10+2x—14>8x —8 = X >16;
-3x—-4 16+9x —12x-16+48+27x _72x+36 15x+32 _72x+36
+ <B6X+9=> < = <
3 4 12 12 12 12

15x +32<72x+36 = -57x <4 |-(—1):>57x2—4:>x2—5i7.
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D.L.5. PROBLEME CARE SE REZOLVA CU AJUTORUL ECUATIILOR SI INECUATIILOR

Etapele de rezolvare a problemelor cu ajutorul ecuatiilor si inecuatiilor sunt:

e cvidentierea datelor cunoscute si necunoscute si notarea cu o litera a necunoscutei;

e stabilirea intervalului in care poate lua valori necunoscuta;

e scrierea, utilizind necunoscuta, a relatiilor date in enuntul problemei si obfinerea unei
ecuatii sau inecuatii;

e rezolvarea ecuatiei sau inecuatiei, inclusiv verificarea solutiei;

e interpretarea rezultatului.

Exemple:
e Suma a doua numere reale este 66, iar diferenta lor este 12. Aflati numerele.
a+b=66
—2a=78=a=39=Db=27.
a-b=12
e 39+27=66
Verificare: adevarat.
39-27=12
e Suma a trei numere pare consecutive este 408. Aflati numerele.
X=a
Fie qjy=a+2
z=y+2=a+4
=>X+y+zZ=a+a+2+a+4=408=3a=402=a=134
x =134
=y =136
z=138

Verificare: Xx+y+2z=134+136+138=408.

D.1.6. EXERCITII S| PROBLEME

1. Se dau numerele reale a, b, c., astfel incat: a+3b =7 si 2b—5¢c =9 . Determinati:
a) a+5b->5c;

b) a+b+5c;
c) 2a+10b-10c.
Rezolvare:.
a+3b =7 .
a) , rezultd prin adunarea membru cu membru ca: a+5b—-5c =16,
2b-5c=9
a+3b =7 .
b) , rezulta prin sciderea membru cu membru ca: a+b+5c=-2,
2b-5c=9
a+3b =7|2 (2a+6b =14 . 3
) = , rezulta prin adunarea membru cu membru ca:
2b-5c=9]-2 4b-10c =18

2a+10b—-10c =32

2. Pentru a+b=7si ab =9, calculati: as +b3,
Rezolvare:

as +p3 =(a+b)-(a2 —ab+b2)=(a+b)~l(a+b)2 —3abJ
=ad+b3=7.(49-27)=7.22=154.
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2
3. Demonstrati egalitatea: ( x-1 —1) =X—-2vX-1.
Rezolvare:.

<\/x—1—1)2 =X-1-2JXx-1+1=x-2+/x-1.

4. Aritati ca, dacd X +y=2x-1+4,/y—4,atunci x=2 si y=8.
Rezolvare:.
x+y:2\/x—1+4\/y—4:x+y—2\/x—1—4\/y—4:O:><\/x—l—1)2+( y—4—2)2:0
{\/x11=0 {\/x—lzl ) {x-l:l {x:z
= = ()

()= = .
Jy-4-2=0 |Jy-4=2 y-4=4 |y=38
5. Fie x € R, astfel incat X~(X2 —2X+5)=10. Aratati ca X =2.
Rezolvare:.

x~(x2—2x+5)=10:>x3—2x2+5x—10=0:>x2-(x—2)+5-(x—2)=0:(x—2)-(x2+5)=0
X-2=0=>x=2
= {sau

x2 +5=0 imposibil

6. Rezolvati ecuatia: 2,5x —4,7 = 3(15x +2).
Rezolvare:.
2,5X — 4,7 =3(1,5X + 2) = 2,5x — 4,7 = 45x + 6 = —10,7 = 2x = X = -5,35.

7. Determinati numarul real m pentru care ecuatia
3-(m-1)-(x+2)—2-(2m—1)- (2x +1) = 7x +3mx —5 are solutia -3.
Rezolvare:.
~3-(m-1)+10-(2m-1)=-21-9m -5
-3m+3+20m-10=-21-9m-5=-3m+3+20m-10+21+9m+5=0

26m—2:0:>26m:2:>m:i.

13
8. Rezolvati ecuatia: §+§+...; =2011.
2 6 2011.2012

Rezolvare:.
X - l+1+; =2011= x- l+l—1+...i—L =2011

2 6 2011-2012 2 2 3 2011 2012
X- 1—L :2011:>x-&11:2011:>x:2012

2012 2012

9. Rezolvati ecuatia: |2x+ﬂ-|x—]1+\/4x2 +12x+9-[2x-2/=0.
Rezolvare:.
2x+3-[x -1 +[2x +3-[2x -2/ = 0= [x -1 +2-[x =1 =0=3-[x -1 = 0= [x -1 =0

=Xx=1
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10. Determinati pentru ce valori ale numarului real m, m = 0, ecuatiile 2mx+m+2=0 si
(M+1)x +2m+1=0 au aceeasi solutie.
Rezolvare:.
Radacina unei ecuatii trebuie sa verifice si cealalta ecuatie.
-m-2
2m

2
'—m—2+2m+1:O:>—(m+l)'(m+2)+4m +2m
2m 2m
—-m2-2m-m-2+4m?+2m=0=3m?-m-2=0=3m?2 -3m+2m-2=0=

=3m-(m-1)+2-(M-1)=0=(m-1)-B3m+2)=0=

2mMX+m+2=0=2mx=-mM-2= X =

=0=—(m+1)-(m+2)+4m? +2m=0

(m+1)

m-1=0 m=1
sau = Jsau
3m+2=0 2

11. Demonstrati cd, VX,Yy € R are loc inegalitatea:

x/5+\/5< a+b
5 < .

2
Rezolvare:.
Ja ++/b a+b 2 a+2Jab+b a+b a+2Jab+b  2a+2b
> < > |() = A < > = 2 < 2 =

:>a+2\/£+b§2a+2b:>a+2\/£+b20:>(\/5+\/6)220

12. Aflati x,y,z € R, astfel incat VX2 —8x +20 +/9y2 — 6y + 26 + 22 ~10z + 41 =11,
Rezolvare:.

\/(x—4)2 +22 +\/(3y—1)2 +52 +\/(z—5)2 142 5422 152 L4t _11

Rezulta ca pentru a avea egalitate trebuie ca:

X-4=0 x=i
y-1=0=> yzg.
z-5=0 ;-5
X2 y2
13. Aratati ca +——2>8, Vx,y>1.
x-1 y-1

Rezolvare:.
Notam: X—1=m=m>0, y—1=n=n>0 si obtinem:

2 2 2 2
(m+1) +(n+1) > 8, VX,y>1:>m +2m+1+n +n+128:>m+2+i+n+2+£28.
m n m 2 m n

. . : 1 L.
Am demonstrat anterior ca pentru VX € R, are loc inegalitatea: X +— > 2, rezulta ca:
X

1 1
m+—+n+—2>4,
m n
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14. Determinati a,b,c € R, care verifica egalitatea:

Ja—1+2-(b=2)+3-(c=3) = 1+P*C

2

Rezolvare:.
Stim ca media geometrica e mai mica sau egala decat media aritmetica, prin urmare avem:

’_a—lsa_“l:i

2 2
1/2-(b—2)£24_2_2:g,insuméndrelagiile obtinem:
3(c_3 S3+c—3=E
2 2

Ja—1+.2-(b-2)+3(c-3)<2F b+c , inegalitate ce se transcrie in egalitate, deoarece avem
o sumi de 3 radicali: \/a—1+\/2-(b—2)+\/3~(c—3)=a+g+c.

15.a)Demonstra‘;icé:L:1— ! ,vneN".

n-n+2) n n+2’
b) Rezolvati in Z inecuatia: 2—X+2—X+...+ 2x >1
1.3 3.5 99.101

Rezolvare:.

1 1 n+2-n 2 .
a) —— = = ;

n n+2 n-(n+2) n-(n+2)

11 11 1 1

Xo| —+——+..+ >l=> X |-+ =+t ——— [>1>
b) 1.3 3.5 99-101 1 3 3 5 99 101

{11 1:>X-@>1:>X22:>X€{2;3;4;5;...}

1 101 101

16. Demonstrati ci a(2—a)+b(4—b)+c(6—c)<14, Va,b,ceR.
Rezolvare:.

a(2—a)+b(4—b)+c(6-c)<14=2a—a’+4b—b% +6c—c*-14<0 |-(-1)
—a’-2a+1+b%—4b+4+c®—6c+9>0=(a-1)? +(b—2)* +(c—=3)*> >0, Va,b,ceR.

17. Aflati X € R pentru care x2 :§+3+ +@—[1+1+...+i].

14 7 2401 2 343
Rezolvare:.
28}91 [3501 > 1 2 343
Xc=|==1|+| ——= |+ - DX = ==t /=
7 14 2 2401 343 7 14 2401
> 1 1 1 2 1 2
S X =S4 S Ao X =343 2= x =49 (x-7)-(x+7)=0=
7 7 7 7
343 termeni
=X =17
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. x . 1 X x?2 o b
18.Fie x e R sinumerele a=x+—, b= 5 = .Aratatica a——e N.
X XS +x+1 X7 +xc+1 C
Rezolvare:.
X
b 1 x?2ix41 1 x*+x%2+1  x*+x3+x?ex+1-x4 -1
A-— =X+t =X+ 5 = 5 =
c X X X x-( +x+1) x~( +x+1)
x4 +x% +1
x3 +x2 +x
=3 3 =1eN
X+ X% +X

X-~2 x—+3
19. Rezolvati ecuatia: = . xeR\W2: /31
e T x—v2 V2i 3]

Rezolvare:.

(X_‘/E)Z =(X_\/§)2 = X2 -2J2 - x+2=x%-23-x+3=2J3-x- 242 - x=1=
NN B EETSRVINE SRV L IR ER

- = =
23242 12-8 2

20. Fie a,b,c,X,y,z € R, astfel incat
x:bc+1, y:ac+%, z:ab+1, ax +by+cz=1.
a C

Deduceti o relatie intre a,b,c si x,y,z.
Rezolvare:.

a-(bc+l}+b-(ac+1j+c-(ab+lj:1
a b C

abc +1+abc+1+abc+1=1= 3abc = -2 = abc :—é

2

-—+1
x=bc+1=am+1= 3 =£_
a a a 3a
2
1 ac+l 37t 1
b b b 3b
2
-—+1
z:ab+1=abc+1= 3 =i
C C c 3c
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El. ORGANIZAREA DATELOR

E.l.l. PRODUSUL CARTEZIAN. REPREZENTAREA PUNCTELOR IN PLAN. DISTANTA
DINTRE DOUA PUNCTE DIN PLAN

Definitie: Numim produs cartezian al multimilor nevide A §i B multimea perechilor ordonate
(a,b), unde ac Asi beB: AxB={(a,b)lacAsibeBj.

Observatii: Intr-un produs cartezian conteazi ordinea scrierii elementelor, adici (a,b)= (b,a) si
AxB =z BxA. De fapt, perechile ordonate (a,b)=(c,d)<>a=csib=d.

Regula produsului: Daca multimile A si B sunt finite, iar
cardA =p si cardB=q = card(AxB)=m-n.
Exemple:

e Daca A= —1;E si B= —§;O;1 , atunci:
2 2 2 2

weo- (L)) 22D E L)

e 1In clasa mea, in care invit, se afld 25 de elevi, dintre care 7 fete si 18 baieti; atunci numirul
perechilor distincte fete-baieti este de 7-18 =126, conform regulii produsului.

Reprezentarea punctelor in plan cu ajutorul sistemului de axe ortogonale

Sistem de axe ortogonale = figura formata din doua axe a numerelor, care sunt perpendiculare.

v
-

axa Ox — axa absciselor
axa Oy — axa ordonatelor

O — originea sistemului

Asociem fiecarei perechi de numere rationale (a,b) un punct in plan obtinut astfel:
e pe axa Ox reprezentam punctul P’ de coordonata a;
e pe axa Oy reprezentam punctul P’’ de coordonata b;
e prin punctul P* ducem o paralela la axa Oy, iar prin punctul P’> ducem o paralela la axa OXx;
e laintersectia paralelelor este punctul P (a,b).
Citim: punctul P de abscisa a si ordonata b.
-

p | b P(a.b)
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Exemplu: In figura de mai jos este redata reprezentarea punctelor intr-un sistem de axe ortogonale
pentru urmatoarele puncte: A(Z;O); B(— 2;—3); P(l;O); Q(— 4;3).

4y
Qf-4.3)
& — — - — — 13
I
| 12
I
P{0:1) #1
| Af2:0)
| | | —N : »
4 -3 2 -1 1 2z 3 4
| 1-1
I T -2
|
Bf- 2—,—3f_ -1

Precizare:

e Punctele aflate pe prima bisectoare (bisectoarea cadranelor I si III) au coordonate egale;

Exemplu: A(55); B(-5;-5).

y
cadranul Il cadranul |
a P(a;a
b / (asa)
_ X
O a
cadranul 111
b
P(b:b) cadranul 1V

prima
bisectoare

Precizare:

e Punctele aflate pe a doua bisectoare (bisectoarea cadranelor II si IV) au coordonate opuse.

Exemplu: A(-5;5); B(5,-5).
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cadranul Il cadranul |

a
P(a;a) \ o b
X

cadranul 11 a doua
bisectoare

v

P(b:b)

cadranul 1V

Distanta dintre doud puncte: Fie punctele A(Xq; yl) s B(X2 ; yZ) reprezentate intr-un sistem
ortogonal de axe xOy. Distanta dintre cele doua puncte este data de relatia:

AB = \/(Xz —x1 )2 +(ya -y1)* -

Exemple:
e distanta dintre punctele A(2;3) si B(-2;~4) este:

AB = (-2 -2)% +(—4—3)% = /161 49 = /65

e Ne propunem si determinim valoarea reald a lui a, stiind ca A(La) si B(0;4), iar AB=6.
AB =(0-1)% +(4—a)% =1+ (4-2a)? =6
1+(4-a)? =6 |( )" =>1+(4-a)> =36=(4—a)’ =35> 4—a=+J36=
—4++/35=a

Mijlocul unui segment. Pentru oricare doud puncte A(Xa;¥a) si B(Xg;yg), coordonatele
mijlocului M a segmentului [AB] sunt:
XA TXB YA TYB
X = 2" yy =228
M 5 YMm 5
Exemple:
e Mijlocul segmentului [AB], unde A(2;3) si B(—2;-4) este M(O; —%j

_2+(-2) —4+3__1.

2 2 2
e Fiepunctele A(5,-1) si M(2;4). Determinati coordonatele punctului B, stiind ci M este
mijlocul segmentului [AB].
Xpa +Xpg =2X Xg =2X\m — X Xg=-1
{ A B M :{ B M A :{ B
YA+YB=2YM (YB=2YM YA (¥B=9

0, ym =

=B=(-19).
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E.L.2. REPREZENTAREA SI INTERPRETAREA UNOR DEPENDENTE FUNCTIONALE
PRIN TABELE, DIAGRAME, GRAFICE

Fie A si B douda multimi nevide. Se spune ca existd o dependenti functionala de la
multimea A la multimea B, daca oricarui element al multimii A i se asociaza un unic element din
multimea B.

Regula prin care fiecarui element a € A1i se asociazd un element b € Bse numeste lege de
corespondenta sau relatie functionald de la multimea A la multimea B.

O regula care stabileste o corespondentd X — Yy intre elementele multimilor A si B
(x € Asi y € B)este o relatie functionald de la A la B, daca:

e fiecarui element X € A 1 se asociaza un element y € B;
e dacda X > ysi X—z,atunci y=z.

O dependenta functionala de la multimea A la mulfimea B se poate reprezenta printr-un

tabel, printr-o diagrama sau printr-un grafic.

Exemplu: Prezint in cele ce urmeaza, Sinteza tabelara, diagrama si graficul variatiei miscarii pentru
un automobil.

o

t [h] 1 2 3 4 5
d[km] 0 15 31 46 62 80
t—timp, d -distanti

90

80 5-86

70
< 60 Q/Aﬁ?
c
g 20 473,46 —e— di[km]
Z 40
© 30 ‘4'21

20

¥1, 15
10 A
0 66
0 1 2 3 4 5 6
timpul

Precizari: Alte diferite exemple de dependente functionale vor fi prezentate in Partea a V-a:
Matematica §i calculatorul.
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E.L3. PROBABILITATEA REALIZARII UNOR EVENIMENTE

Probabilitatea producerii unui eveniment presupune raportul dintre numarul cazurilor

favorabile (f) producerii evenimentului si numarul total de cazuri posibile (p) adica: P = f .

o ) 5 g g : 3 1
Exemplu: Probabilitatea ca la aruncarea unui zar sa apara un numar multiplu de 2 este de — ==,

deoarece avem 3 cazuri favorabile, fetele: 2, 4 si 6, respectiv 6 cazuri posibile, adica cele 6 fete ale
zarului.

E.l.4. EXERCITII SI PROBLEME

1. Verificati coliniaritatea punctelor: A(5,3); B(l,—3); C(S,O).
Rezolvare: Punctele A, B, C sunt coliniare, daca are loc una dintre relatiile:
AB+BC=AC sau AC+CB=AB sau BA+AC=BC.

AB =/(1-5)% +(~3-3)2 =16 +36 = /52 = 213
AC =+/(3-5)% +(0-3)% =4+ 9 = VI3

BC = (3-1)2 +(0+3)% =4+9 = V13

= AB = AC +BC =+/13++/13 = 2//13.

2. Stiind ca A(-2.1); B(3,5); C(7,0), calculati lungimile laturilor triunghiului ABC si verificati,
daca el este isoscel.
Rezolvare:

AB =/(3+2)2 +(5-1)° = 25116 = /41
AC =(7+2)2 +(0-1) =82 =241
BC:\/(7+2)2 +(0-1)? =+/82 =241 = AC = AABC este isoscel.

3. Fie B(4+ V2 ,gj . Determinati coordonatele punctului A, stiind ca M[— 3, 1?1) este mijlocul

segmentului [AB].
Rezolvare:

{XA-FXB =2XM:>{XA =2XM—XB XB:_lo_\/E

17 382(—10—\/5,2).
YA +YB =2YMm == 2

=
YA =2YMm —YB Y8 =5

4. Fie A(-2.10), B(35), C(7,2). Calculati perimetrul AABC.
Rezolvare:

AB =/(3+2)2 +(5-10)> = 25+ 25 = /50 =512
AC =/(7+2)2 +(2-10)% = 81+ 64 = V145
BC=1(7-3)2 +(2-57 =169 =5

— Ppagc = AB +AC +BC =52 +1)+ /145
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5. Completati tabelul de mai jos si stabiliti o dependenta functionala:
Rezolvare:

Aria patratului 9 16 25 100
Latura patratului 3 4 5 10

g
16

25
100

6. Determinati ce elemente trebuie sa contind multimea B pentru a stabili o relatie functionala
X — Yy, datd prin y=2x+1, dela multimea A = {—1,1,3,6,9}.
Rezolvare: De exemplu, pentru x =1=y =3, s.a.m.d = B={-137,1319}.

. 9 - ,
7. Fie numarul a=—, x € {1,2,3,...,9}. Care este probabilitatea ca pentru o0 anume valoare a lui
X

xsiavem ae N?

©olw
Wl

Rezolvare: Pentru x e {,39}=>aeN=P=

8. Se arunca doua zaruri. Care este probabilitatea ca suma numerelor obtinute sa fie mai mica
sau egala cu 4?
Rezolvare:
Numarul cazurilor posibile este: 36, deoarece pot nimeri, de exemplu, cu zarul 1 fata 1, cu zarul 2
oricare din fetele de la 1 la 6 ale acestuia, si tot asa.
Numarul de cazuri favorabile este 6, deoarece avem urmatoarele situatii:
Zarull Zarul2 Suma

Fata 1 | 2
Fata 1 2 3
Fata 1 3 4
Fata 2 1 3
Fata 2 2 4
Fata 3 1 4

. : 3 . y 6 1
Rezulta ca probabilitatea ca suma numerelor obtinute s fie mai mica sau egala cu 4 este de % 5

9. Care este probabilitatea ca alegand un numar oarecare din mulfimea {2,3,4,5,6,7,8,9,10,14}
acesta sa fie un numar par?

Rezolvare:
Numarul cazurilor posibile este 10, iar numarul cazurilor favorabile este 6, adica multimea
{2,4,6,8,10,14}, deci probabilitatea cautata este de P = % = g .

10. Intr-o urna sunt 10 bile albe, 8 bile rosii si 11 bile albastre. Se extrag bile, in mod aleatoriu.
Prima bild extrasa este albd; nu se mai aseaza la loc. Care este probabilitatea ca a doua bild extrasa
sa fie tot alba?

Rezolvare:
Avem 1n total 29 de bile, dar o bila alba din cele 10 albe se extrage, deci raman 9 bile albe dintr-un

total de 28 de bile, deci probabilitatea ca a doua bild extrasa sa fie tot alba este de P = %
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e=2,7182812...
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